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IL TRADUTTORE 


Non vi à chi ignori quanto sia difficile la 
composizione di elementi di scienze , giacche que- 
sti debbono preparare V animo di chi imprende 
a studiarle, in modo tale da farne percorrere lir 
beramente t intero campo dalle più semplici alle 
più intralciate dottrine , senza che urti a qualsia- 
si minimo passo ; difficoltà che monta al massimo 
quando trattasi di- scienza esatta. M relativamente 
ad elementi di geometria crediamo nessuno aver 
superato V andamento di Euclide , poiché le sue ve- 
rità sono disposte in modo che tutte con un progres- 
so uniforme derivano Vuna daW altra, in guisa che 
più facilmente si apprendono , più fisse la mente le 
ritiene, e più presto vola a chiamarle in soccorso 
quante volte n è- di uopo- Ma le sue- lunghe dimo- 
strazioni , e che molte volte defaticano la mente di 
chi studia , ed in modo speciale nella geometria so- 
lida , àn fatto sì , che altri siensi occupati a ridurle 
in- una forma più concisa e porle sotto un più ri- 
stretto punto di vista. Tra gli elementi di geome- 
tria che àn più riscosso gli applausi dell univer- 
sale , primeggian senza dubbio quelli di A. M. 
Legendre la cui versione presentiamo al pubblico. 

Nella presente versione , per servire sempre 
più alla chiarezza, vi abbiamo apportata qualche 
innovazione. Avremmo veduto, è vero, sconvolgere 
alquanto V ordine delle proposizioni per istabilir- 
vi perfettamente V andamento Euclideo , affinchè 
una proposizione di altre non abbisognasse per sem- 
brar chiara agli studiosi se non che delle sole pre- 
cedenti , senza far servire alla dimostrazione di. 
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IV 

alcuna verità la soluzione di qualche problema non 
ancora risoluto : lo che per altro non toglie ri- 
gore , poiché le costruzioni che entrano in un teo- 
rema non debbonsi eseguire effettivamente , ma 
solo immaginarle eseguite , e quindi basta il ve- 
derne la semplice possibilità : ma la difficoltà di 
simile operazione , abbietto serbato ai soli professo- 
ri , e la idea di presentare una semplice versione con 
qualche piccola aggiunta , non ci anno permesso 
tradire il nostro scopo principale . 

Si è data opera adunque soltanto a modifi- 
care quelle cose che potevano con la giunta di qual- 
che parola rendersi più semplici e chiare. Princi- 
palmente abbiamo creduto necessario togliere nei 
primi libri la maggior parte dei segni, poiché presen- 
tandosi questi per la prima volta allo studioso , 
spesso nel corso delle proposizioni il complesso di 
molti segni potevano confondendolo farlo devia- 
re dal seguire il legame delle verità che si di- 
mostravano ; quindi ad ogni segno si è sostituita 
la sua pronunziazione ; negli altri libri poi si sono 
reintegrati tali segni , giacché trowmdosi lo spirito 
più avvezzo alle speculazioni della scienza, non pos- 
sono più formare positivo ostacolo . 

Ogni proposizione si è distribuita nelle sue 
parti ; cioè ipotesi , tesi , applicazione , costru- 
zione , dimostrazione e conchiusione , per mostra- 
re il legame di queste parti fra loro e per mag- 
gior chiarezza . » . > . 

In quelle proposizioni nelle quali si è potuto sen- 
za alterare il senso dell? autore , si è fatto qualche 
picciolissimo cangiamento , come per esempio , si 
sono indicati dei passaggi che Fautore sottintendeva 
e che possono essere utili , ed altro. In quelle propo- 
sizioni poi in cui alla dimostrazione dell'autore potea 
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surrogarsi altra più semplice , per rendere più evi- 
dente qualche verità , per non cangiare il senso ap- 
punto dell' originale , e per non toccare minima- 
mente quelle proposizioni che abbiamo riferite nel 
testo , si è quest 1 altra più semplice dimostrazione 
aggiunta in apposite note , nelle quali spesse fiate 
si è pure riportata qualche definizione oa altro che 
mancava nelF originale. 

Quantunque Legendre con la seconda no- 
ta mostri perchè siasi astenuto di ristabilire la 
teorica delle parallele sopra la stessa base di Eu- 
clide , pure noi , riportando intieramente la sua , 
abbiamo stimato non irregolare inserire in un'ap- 
posita nota la intiera teorica di Euclide , acco- 
modata nel miglior modo possibile. 

Con altra nota poi si è trattata più chiara- 
mente la teorica delle intersezioni e contatti dei 
circoli. 

Ciò posto lo aver curato la traduzione di 
qualche espressione od altro dimostra questa versio- 
ne non essere in vero rigorosamente letterale ma un 
poco Ubera , senza per altro tradir mai V origina- 
le , in maniera che, facendo astrazione da quelle 
poche note , il lettore lo rinverrà intieramente. 

Finalmente se altro di buono non presenta 
questa versione , crediamo che V esser priva , per 
quanto più è stato jmsibile , di quei tanti errori 
tipografici incorsi in altre , e che per queste spe- 
cie di libri gittano in molta confusione colui che 
imprende a studiarli per la prima volta , voglia 
essere wi titolo di raccomandazione a que' prof es- 
sori che di tale libro fanno uso. 
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AVVERTIMENTO 


r « * 


PER LA XII EDIZIONE FRANCESE. 


La dimostrazione della teorica delle paralle- 
le, tale quale presentata erasi nella terza edizio- 
ne di questa opera e nelle successive edizioni in- 
clusiva mente la ottava, non essendo in salvo di 
qualche obbiezione, si era determinato nella no- 
na edizione di ristabilire questa teorica presso a 
poco sopra la stessa base di Euclide. Ulteriori 
riflessioni fatte sopra lo stesso obbietto, delle quali 
se ne daranno gli sviluppi nella seconda nota, àn- 
no fatto scoprire due nuove maniere di dimostrare 
il teorema sopra i tre angoli di un triangolo , 
senza il soccorso di alcun postulato. Si è inserita 
per conseguenza una di queste dimostrazioni nel 
testo di questa edizione scegliendo quella che 
meno si allontana dalle idee ordinarie, e che di 
altronde non sembra più difficile a comprendersi 
di quella che era stata data nelle edizioni prece- 
denti dalla terza fino alla ottava. 

Un secondo cangiamento che vedesi in que- 
sta edizione è relativo alla solidità della piramide 
triangolare. Si è ristabilita questa dimostrazione 
presso a poco come quella data nella prima edi- 
zione di questi elementi , ma profittando di una 
felice idea , dovuta al Sig. Querret , capo d’isti- 
tuzione a Saint-Malo ; essa consiste a rendere e- 
guali le altezze dei prismi eccedenti e deficienti 
che si costruiscono nelle due piramidi paragona- 
te. Con questo mezzo la dimostrazione della so- 
lidità della piramide sembra ridotta all’ ultimo 
grado di semplicità cui era suscettiva. 



Vili 

In fine , siccome le tavole trigonometriche 
costruite secondo la divisione decimale del qua- 
drante , non sono cosi generalmente sparse, co- 
nte quelle che si rapportano all’ antica divisione 
della circonferenza , si è creduto perciò che non 
sarebbe inutile di aggiungere agli esempi di cal- 
colo dati nella trigonometria i resultati che da- 
rebbe 1’ uso delle antiche tavole. 


Il lettore che vorrà limitarsi , almeno in 
una prima lettura, agli semplici elementi può pas- 
sare senza inconveniente le note, le appendici e 
generalmente ciò che è stampato in piccioli carat- 
teri come essendo meno utile, e chiedendo uno 
studio più approfondito. Egli ritornerà in seguito 
sopra questi obbietti , se lo crede a proposito , sce- 
gliendo quelli che gli converranno meglio, dopo 
1’ avviso di un professore illuminato. 
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ELEMENTI 1 


D I 


GEOMETRIA PIANA 



LIBRO PRIMO 



PRINCÌPI 


DEFINIZIONI 

I. La Geometria («) è una scienza che à per obbiet- 
to la misura della estensione. 

La estensione à tre dimensioni , lunghezza , larghezza 
ed altezza. 

II. I«a linea è una lunghezza senza larghezza. 

I/} estremità di una linea diconsi punti : il punto non 
ù dunque estensione. 

III. La linea retta è il più corto cammino da un punto 

ad un altro. » 

IV. Ogni linea che non è retta , nè composta di linee -* 

rette , è una linea curva. - ' 

Così , AB (Jfig. i) è una linea retta , ACDB una linea fì 6 . «. 
spezzata o composta di linee rette, ed AEB è una linea curva. 

V. Superficie è ciò che à lunghezza c larghezza , sen- 
za altezza o profondità. 

VI. 11 piano è una superficie nella quale prendendo due 
punti ad arbitrio ed unendo questi due punti con una li- 
nea retta , questa linea sta tutta intera nella superfìcie, (b). 

(а) Geometria , da yì* (gea) terra e da (nérpov ((me Ir oh 
misura. 

(б) Questa definizione 6 senza dubbio più distinta di 

Legerdre Geom. Pian. i 


Digitized by Google 



2 


VII. Ogni superficie che non ò piana , nò composla di 
, superficie piane è una superficie curva. 

Vili. Solido o corpo è ciò che à lunghezza , larghezza 
ed altezza. 

r, «- *• IX. Allorché (fig. 2) due linee rette AB, AC s’incon- 
trano la quantità più 0 meno grande per cui esse linee sono 
distanti l’una, dall' altra, rispetto alia loro posizione , chia- 
masi angolo ; il punto d’ incontro o d’intersezione A dice- 
si il vertice dell’ angolo ; le linee AB , AC , chiamansi i 
lati dell’ angolo. 

L’ angolo s’ indica talora colla sola lettera del vertice 
A, talora con tre lettere BAC 0 CAB, avendo cura di met- 
tere in mezzo la lettera del vertice. 

Gli angoli sono, come tutte le quantità, suscettivi di ad- 
dizione, sottrazione, moltiplicazione e divisione; così l’an- 

Fig.10. golo DCE (fig. 20) è la somma dei due angoli DCB e BCE , 

U angolo DCB è la differenza dei due angoli DCE e BCE. 

Fig. 3. X. Quando la linea retta AB (fig. 3 ) incontra un’ altra 
retta CD talmente che gli angoli adiacenti BAC e BAD sono 
eguali fra loro , ognuno di questi angoli si chiama angolo 
retto ; e la linea AB dicesi essere perpendicolare a CD. 

Fi s- 4 - XI. Ogni angolo BAC (fig. 4 ) minore di un angolo retto v 
dicesi angolo acido ; ogni angolo DEF maggiore di un an- 
golo retto dicesi angolo ottuso. 

Fig. 5. XII. Due linee rette diconsi parallele, allorché giacenti 
nel medesimo piano prolungate ambedue indefinitamente dal- 
1 ’ una e l’ altra .parte non possono incontrarsi. Tali sono le 
rette AB , CD. 

F 6 - XIII. Figura piana è un piano terminato per ogni parte 
da linee. 

31 Se le linee sono rette., lo spazio che racchiudono si 

chiama figura rettilinea 0 poligono , c le lince stesse prese 
insieme formano il contorno o perimetro del poligono. 

XIV. 11 poligono 'di tre lati è il più semplice di tutti , 


quella die trovasi registrata nei codici greci , Che contiene 
un’ affezione della superficie piana la quale si suppone negli 
elementi ; cioè di potersi congiungere due punti dati in una 
superficie piana con una linea retta , la quale sta tutta in 
detta superficie. Ma questa definizione del Simson non è che 
una piccola modificazione di quella che ne diede Erone Ales- 
sandrino : la superficie piana è quella cui si può adattare 
ovunque la linea retta. (In Trad.) 
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e si chiama triangolo ; quello di quattro lati si chiama 
quadrilatero $ quello di cinque lati pentagono -, quello di 
sei esagono , etc. 

XV. Triangolo equilatero si chiama quel triaugolo che 

à i tre Iati eguali ( fig. 7 ). Fig . 

Triangolo isoscele si chiama quel triangolo che à due 
lati eguali ( fig. 8 ). fì*. 

Triangolo scaleno si chiama quel triangolo che à tutti 
e tre i lati diseguali ( fig. 9 ). fì*. 

XVI. il triangolo rettangolo è quello che à un angolo 
retto. 11 lato opposto all’ angolo retto si chiama ipotenusa, i lati 
poi dell’angolo retto chiamansi cateti. Così ABC ( fig io)fì*. 
è un triangolo rettangolo in A , il lato BC opposto all’ an- 
golo A è la ipotcnusa , i lati BA , AC sono i cateti (a). 

XVII. Il quadralo è un quadrilatero che à i suoi lati 
eguali e gli angoli retti ( fig. 1 1 ). [ Ved. la proposizione ri*. 
XX Libro i.° ] 

11 rettangolo è un quadrilatero che à gli angoli retti 
senza avere i lati eguali (fig. io )• ( Ved. la mcd. prop. ). fì*. 

11 parallelogrammo o romboide è un quadrilatero che 
à i lati opposti paralleli (fig. i 3 ). fì*. 

11 rombo è un quadrilatero che à i Iati eguali senza 
che gli angoli siano retti ( fig. i4 ). F '*- 

Finalmente il trapezio è un quadrilatero che à due 
soli lati paralleli ( fig. i 5 ). F,g 

XVIII. Diagonale di un poligono dicesi quella linea 
che unisce i vertici di due angoli non situali agli estremi 
di uno stesso lato , tale è AB ( fig. 42 )■ f«*.4*. 

XIX. Poligono equilatero è quello che à tutti i lati 
eguali. 

Poligono equiangolo è quello che à tulli gli angoli 
eguali. 

XX. Due poligoni sono equilateri tra loro quando àn- 


i*. 

14. 

ii. 


(a) I triangoli rettilinei si distinguono in sei specie , 
ire rispetto ai lati , cioè equilatero , isoscele c scaleno, de- 
finiti sopra , e tre rispetto agli angoli , cioè il rettangolo , 
puranche definito dall ’ autore , e gli altri due qui sotto ag- 
giunti , cioè : 

Il triangolo acutangolo è quello che à i ire angoli a- 
««»• ( fig. 7 ). Fig . 7 . 

Il triangolo ottusangolo è quello che à un angolo ot- 
tuso ( fig. 9 ). ( U. Trad. ) fì*. 9 . 
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no i Iati respeltivamentc eguali c situati nel medesimo or- 
dine , vale a dire , allorché seguendo i loro contorni in 
un medesimo senso , il primo lato dell’ uno è eguale al 
primo lato dell’ altro , il secondo dell’ uno è eguale al se- 
condo dell’ altro , il terzo al terzo , e cosi di seguito. Si- 
milmente concepiscesi ciò clie significa due poligoni equi- 
angoli fra loro. _ . 

In ambiduc i casi i Iati eguali o gli angoli eguali si 
chiamano lati od angoli omologhi. 

N. B. Le figure piane o tracciale sopra superficie pia- 
ne saranno 'V abbietto dei primi quattro libri, (a). 


(a) Affinché vieppiù i principianti si avvezzassero a con- 
cepire in generale le cose , reputiamo utile far notare , dal- 
le date definizioni deriva conseguentemente che • 

Ogni quadrilatero è poligono , ma non ogni poligono è 
guadi Unterò. . 

Ogni pentagono è poligono , ma non ogni poligono e 
pentagono . ... etc. 

Ogni triangolo equilatero è triangolo isoscele , ma non 
ogni triangolo isoscele è equilatero. 

Ogni triangolo rettangolo è isoscele o scaleno , ma non 
ogni triangolo isoscele o scaleno è triangolo rettangolo. 

Ogni triangolo equilatero è acutangolo , ma non ogni 
triangolo amtangolo è erptilalero. . . • etc. 

Ogni quadrato è rettangolo , ma non ogni rettangolo c 
quadrato. 

Ogni quadrato é parallelogrammo o romboide , ma non 
ogni parallelogrammo o romboide é quadrato. 

Orni quadrato è rombo , ma non ogni rombo è qua- 
drato. . . . 

Ogni quadrato c trapezio , ma non ogni trapezio e qua- 
dralo. 

Ogni rettangolo è parallelogrammo o roirwoide , ma 
non ogni puraUetogrommo o romboide è rettangolo. 

Ógni rettangolo è trapezio , ma non ogni trapezio c ret- 
tangolo. 

Ogni parallelogrammo o romboide è trapezio , ma non 
ogni trapezio è parallelogrammo o romboide etc.^ ^ 


Digitized by Googl 



' £ 

Spiegazione dei termini c de* segni. 

t 

Assioma è una proposizione evidente per sè stessa. 

Teorema è una verità che diviene evidente per mezzo 
di un ragionamento chiamato dimostrazione. 

Problema è una questione proposta che esige una so- 
luzione. 

Lemma è una verità impiegata sussidiariamente per 
la dimostrazione di un teorema o per la soluzione di un 
problema. 

11 nome comune di proposizione si attribuisce indiffe- 
rentemente ai teoremi , problemi e lemmi. 

Corollario è la conseguenza che deriva da una o più 
proposizioni. 

Scolio è una osservaziono sopra una o più proposizioni 
precedenti, che tende a far vedere il legame, la utilità c l’ap- 
plicazione loro. 

Ipotesi è una supposizione fatta o nello enunciato di 
una proposizione o nel corso di una dimostrazione, (a) 

11 segno = è iì segno della eguaglianza-, così la espres- 
sione A = B significa A eguale a B. 

Per esprimere che A è minore dì B si scrive A < B. 

Per esprimere che A è maggiore di B si scrive A>B. 

11 segno -j- si pronunzia più , ed indica l’ addizione. 

11 segno — si pronunzia meno , e dinota la sottrazio- 
ne t così A+B rappresenta la somma delle quantità A e 
B-, A — B rappresenta la loro differenza o ciò che resta 
togliendo li da A ; così A — li— o A-j-C — B significa 
che A e C debbono essere aggiunte insieme e che B deve 
esser tolta dalla loro somma. 

Il segno X indica la moltiplicazione ; così AXB rap- 
presenta il prodotto di A moltiplicata per B. In vece del 
segno X si adopera talora Un punto, così A • B è lo stesso 
che AXB. S’indica ancora il medesimo prodotto senza al- 
cun segno intermedie da AB , ma non bisogna impiegare 
questa espressione se non che quando non devesi nello 
stesso tempo impiegare quella delia linea AB, distanza dei 
punti A e B. 


(a) E’ da osservarsi che nello enunciato di ogni teorema 
si distinguono sempre due farli , la ipotesi e la tesi ; la ipo- 
tesi è come ora abbiam definito , ciò che si suppone esser 
vero , la tesi è ciò che si vuol dimostrare (li. Tiud.) 
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I a espressione A X ( B-f-C — D ) o A ( B-f-C — D ) in- 
dica il prodotto di A per la quantità B-f-C — I). Se biso- 

? nasse moltiplicai® A — B per A — B-f-C s’ indicherebbe 
A-B) X (A-B+C) ovvero ( A— B) (A— B-f-C). Tutto 
ciò che rinchiudesi fra parentesi è considerato come una 
sofà quantità. 

Un numero posto innanzi ad una linea o ad una quan- 
tità serve di moltiplicatore a questa linea o a questa quan- 
tità ; così per esprimere che la linea AB c presa tre volte 
si scrive 3 AB; per indicare la metà dell’angolo A siscri- 
ve i- A. 

% 

, a 

11 quadrato della linea AB s’indica con AB , il suo 
3 

cubo con AB . Spiegheremo a suo luogo ciò che significa 
precisamente il quadrato ed il cubo di una linea. 

Il segno V indica una radice da estrarsi così V 2 di- 
nota là radice quadrata di a ; V ÀXB rappresenta la ra- 
dice quadrata del prodotto AXB o la media proporzionalo 
fra À e B (a). 


fa) Notiamo la etimologia di alcuni vocaboli tecnici. 

Parallele , da «■«pi ( para ) presso e da ( aUélàn ) 

degli uni e degli altri. 

Poligono , da «nAte ( polys ) molto « da ( gònio ) 

angolo. 

Perimetro , da *s(t ( peri ) intorno e da tUifo* ( metron ) 
misura. 

Pentagono, da *lvxs ( pente ) cinque e da ym>ìa( gònio ) 
angolo. ¥ 

Esagono , da » g ( hex ) sei e da yosvia ( gònio ) angolo. 

Isoscele , da feos ( isos ) eguale e da <*>uXos ( scelos ) gamba. 

Scaleno , do «wXt)vds ( scalénos ) ineguale. 

Rettangolo, da cSpàtìs ( or thos ) rotto e da ywh. ( gònio ) 
angolo. 

Parallelogrammo , da «capi ( para ) presso c da àXkr\\w ( al- 
lèlòn ) degli tini e degli altri c da ( grammi ) linea. 

Romboide , do p«i*jSo« ( rhombos • ) rombo e da dSo $ ( eidos ) 
forma. 

Rombo, da ( rhembò ) girar intorno. 

Trapezio, da «?«*«{■» ( trapeza ). 

Toorema, da ( theònó ) esaminare. 
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i.® Due quantità eguali ad una terza sono eguali fra loro, 
a.® 11 tutto è maggiore di una sua parte. 

3 .® II tutto è eguale alla somma delle parti nelle 
quali é stato diviso. 

4 -° Da un punto ad un altro non si può condurre che 
una sola linea retta. 

5 .° Due grandezze, linee, superficie o solidi sono 
eguali, allorché essendo situate l’una sull’altra coincidono 
in tutta la loro estensione (a). 

PROPOSIZIONE PIUMA 

TEOREMA. 

\ 

liuti gli angoli retti sono eguali fra loro. 

Sia la linea CD perpendicolare (fig. i6)ad AB, e OH Fi g .t6. 
ad EF, dico ehe gli angoli ACD , EG 11 sono eguali fra loro. 


Diagonale , da ( dia ) per e da y«»i a ( gónia ) angolo. 
Ipotenusa , da iwd ( hypo ) sotto e da Sé*» ( Ihetiv ) spin- 
gere. 

Cateto, da ( cathiémi ) abbassare. 

Problema , da *fà ( prò ) avanti e da p&X» ( ballò ) gettare. 
Lemma , da (telò) inusitato , per ( lambanó ) 

prendere. 

(a) Non reputiamo inutile aggiungere questi altri assiomi 
giacché nel corso di questi clementi il Sig. Legcndre se ne 
serve. 

, 6.° Se a grandezze eguali aggiungasi la stessa gran- 

dezza o grandezze eguali quelle che resultano saranno e- 
guali. 

7" Se da grandezze eguali tolgasi la stessa grandezza 
o grandezze eguali , le rimanenti saranno eguali. 

8.° Se a grandezze diseguali aggiungasi la stessa gran- 
dezza o grandezze eguali , quelle che resultano saranno di- 
seguali. 

9® Se da grandezze disegnali tolgasi la stessa gran- 
dezza o grandezze eguali le rimanenti saranno diseguali. 

10. ® Le grandezze che sono doppie , triple , ec. di una 
medesima grandezza sono eguali fra loro. 

11. “ Le grandezze che sono la metà , la terza parte , 
ec. di una medesima grandezza sono eguali fra loro. 

(IeTrad. ) 
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Si prendano le quattro distanze eguali CA, CB , GE, 
CF, la distanza AB sarà eguale alla distanza EF, e si po- 
trà situare la linea EF sopra AB in maniera che il punto 
E cada sopra il punto A , il punto F in B. Queste due linee 
così situate coincideranno intieramente l’una sopra l’allra, poi- 
ché altrimenti vi sarebbero due linee rette da A in B Io 
che è impossibile ( Ass. 4 ), dunque il punto G medio di EF 
cadrà nel punto C medio di AB. /il lato GE essendo così 
applicalo sopra CA dovrà il lato Gl! cadere sopra DG-, poi- 
ché se ciò si neghi, supponiamo, se è possibile che cada 
sopra una linea CK differente di CD ; siccome per ipotesi 
( Def. io ) l’ angolo EGII è eguale all’ angolo HGF , dovrebbe 
essere 1’ angolo ACK eguale all’angolo KCB (a). Ma l’angolo 
ACK è maggiore di ACD , e 1’ angolo KCB è minore di 
BCD -, d’ altronde per ipotesi , ACD è eguale a BCD, dun- 
que ACK é maggiore di KCB , dunque la linea GII non 
può cadere sopra una linea CK differente da CD ; dunque 
essa cade sopra CD , e 1’ angolo EGH sopra ACD ; dunque 
tutti gli angoli retti sono eguali fra loro. Ciò bisognava di- 
mostrare. 


PROPOSIZIONE li. 

TEOREMA. 

Ogni linea retta che incontra un’ altra linea retta fa con 
questa due angoli adiacenti, la somma dei quali è eguale 
a due angoli retti. 

l'ig.i;. La linea retta DC ( fig. 17) che incontra la linea retta 
AB nel punto C , c fa con questa i due angoli adiacenti’ 
ACD e BCD ; dico che la scote di questi due angoli è 
eguale a due angoli retti. 


(a) Ovvero più chiaramente. Ma l’angolo ACK è maggiore 
di A CD, dunque sarebbe l'angolo KC lì maggiore di A CD, ed es- 
sendo ACD eguale a DCB, sarebbe l’angolo KCB mag- 
giore dell’ angolo DCB, cioè la parte maggiore del tutto lo 
che è un assurdo ( Ass. 2 ) nato dalF aver supposto che 
la GII non coincideva con la CI) , dunque dovrà necessa- 
riamente cadere la disopra CD ; e (póndi gli angoli EG11 
al ACD combureranno e saranno ( Ass. 5 ) per conseguen- 
za eguali. Quindi tulli gli angoli retti sono eguali fra loro. 
Ciò bisognava dimostrare. (In Taao.) 
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Dal punto C s’ intornia elevata sopra AB la perpendi- 
colare CE. L’ angolo ACD è eguale alla somma degli angoli 
ACE e ECD (Ass. 3 ) , aggiuntosi di comune l’ angolo DCB, sa- 
rà (Ass.G) la somma dei due ACD e DCB eguale alla somma dei 
tre ACE , ECD e DCB. 11 primo di questi è retto , gli al- 
tri due lamio insieme 1’ angolo retto BCE. Dunque la som- 
ma dei due angoli ACD e DCB è uguale a due angoli retti. 
Quindi ogni linea retta che incontra eie. C. B. D. 

Corollario l.° Se uno degli angoli ACD, BCD è retto, 
l’altro lo sarà parimente. 

Corollario II. 0 So la linea DE è perpendicolare ad AB 
(ftg. 18) , reciprocamente AB sarà perpendicolare a DE. ri*...?. 

Poiché , essendo DE perpendicolare ad AB , ne segue 
che l’angolo ACD è eguale all’ angolo DCB suo adiacente , 
c che dessi sono ambidue angoli retti. Ma dallo essere l’an- 
golo ACD un angolo retto , ne segue che il suo adiacente 
ACE è pure un angolo retto , dunque l’ angolo ACE è o- 
guale all’ angolo ACD ; e perciò AB è perpendicolare a DE. 

Corollario III." Tutti gli angoli consecutivi (/Ù/. 34 ) BAC, fì 8 .s.' ( . 
CAD,DAE,EAF formati da una medesima parte della retta BF 
presi insieme equivalgono a due angoli retti ; poiché la 
loro somma è (guaio a quella dei due adiacenti angoli BAC 
eCAF. 

PROPOSIZIONE HI. 

TEOREMA. 

Due lince rette che ànno due punti comuni coincidono l’ una 
con l’ altra in tutta la loro estensione , e non formano 
che una sola e medesima linea retta. 

Siano A e B ( fig. 19 ) i due punti comuni alle due 
rette: dico che esse debbono coincidere l’una con l’altra 
e formare una sola linea retta. 

lufalli nello intervallo AB le due rette debbono coinci- 
dere , poiché 6e ciò non fosse allora vi sarebbero due linee 
ielle da A in B, lo che è impossibile (Ass.£). Supponiamo se 
è possibile che queste linee essendo prolungate cominciano 
a separarsi al punto C , 1’ una prendendo la direzione CD 
e l’altra la direzione CE. Intendasi condotta al punto C la 
CF die faccia con CA l’ angolo retto ACF. Poiché la litica 
ACD è retta , e per costruzione l’ angolo FCA è un angolo 
retto , l’angolo FCD sarà anche retto (Drop. 1 Cor. 1 ). Per la 
stessa ragione, essendo la linea ACE retta, 1 angolo FCE sarà un 
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angolo retto ; ma gli angoli retti sono eguali fra loro , 
dunque dovrebbe essere l’ angolo FCE eguale all’ angolo 
FCD ; ma la parte FCE non può essere eguale al tutto FCD-, 
dunque le linee rette che anno due punti comuni A e B 
non possono separarsi in verun punto del loro prolunga- 
mento , e non formano per conseguenza che una sola e me- 
desima linea retta. Quindi se due linee rette etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE IV. - 

TEOREMA. 

So due angoli adiacenti equivalgono a due angoli retti , 
i due lati esterni saranno in linea retta. 

r;g.io. Siano i due angoli adiacenti f fig. zo)kCD e DCB che 
equivalgono a due angoli retti ; aico che i due lati ester- 
ni AC, CD saranno in linea retta. 

Poiché, so CB non è il prolungamento di AC, sia CE 
questo prolungamento; allora la linea ACE essendo retta , 
la somma degli angoli ACD, DCE sarà eguale a dye retti {Pro. 
2 ). Ma per ipotesi la somma degli angoli ACD DCB è 
pure eguale a due retti; dunque la somma degli angoli ACD, 
DCE sarebbe eguale alla somma degli angoli ACD e DCB; 
togliendo da ambe le somme l’ angolo comune ACD , re- 
sterebbe la parte DCB eguale al tutto DCE ; lo che è un 
assurdo , nato dall’ aver supposto essere CE il prolunga- 
mento di AC. Dunque CB è il prolungamento di AG. Quindi 
se due angoli etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE V. 

TEOREMA. 

Se due linee rette scambievolmente si tagliano , gli angoli 
p" opposti al vertice sano eguali fra loro. 

Tig.it. Siano lo due linee rette (fig. zi) AB e DE che si ta- 
gliano nel punto C ; dico che gli angoli ACD ed ECB op- 
posti al vertice sono eguali fra loro. 

Imperciocché , siccome la linea DE é retta , la som- 
ma degli angoli ACD , ACE è eguale a due retti ; e sic- 
come la linea AB è retta , la somma degli angoli ACE , 
BCE è pure eguale a due retti. Dunque la somma ACD più 
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ACE è eguale alla somma ACE più BCE. Togliendo l’angolo 
comune ACE da ambe le somme , resterà F angolo ACl) 

(**uale al suo opposto BCE. Si dimostrerebbe similmente 
che F angolo ACE è eguale al suo opposto BCD (a). Quindi 
se due linee etc. C. B. D. 

Scolio. 1 quattro angoli formati intorno ad un punto 
da due rette che si tagliano equivalgono insieme a quattro 
angoli retti •, poiché gli angoli ACE , BCE presi insieme 
equivalgono a due angoli retti , e gli altri due ACD, BCD 
ànno lo stesso valore. 

In generale , se quante rette sì vogliano CA, CB etc. 
ita- 22 ) s’ incontrano in un punto C , te somma di tutti *"'*•**’ 
gli angoli consecutivi ACB , BCD , DCE , ECF , FCA sarà 
eguale a quattro angoli retti. Poiché se si formassero al 
punto C quattro angoli retti col mezzo di due linee per- 
pendicolari tra loro , lo stesso spazio sarebbe occultato 
tanto dai quattro angoli retti , quanto dagli angoli succes- 
sivi ACB , BCD. eie. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA.. 

Se due triangoli ànno'ttn angolo eguale , compreso fra due lati 
respeltivamenle eguali , questi triangoli saranno eguali. 

Sia P angolo A ( fig. i 3 ) eguale all’ angolo D , il lato 
AB eguale al lato DE , il lato AC eguale al lato DF ; dico 
che i triangoli ABC , DEF saranno eguali. 


(a) Ovvero con un linguaggio geometrico più chiaro , cioè: 
Infatti la linea retta AC (fig. 21) insistendo sopra la retta Fig.*». 
DE fa gli angoli ACD e ACE , saranno essi eguali a due 
angoli retti ( Pro. 2 ). Similmente insistendo la linea retta 
CE sopra la linea retta AB fa gli angoli ECA e ECB , e 
saranno essi eguali a due angoli retti : ma si sono mostrali 
eguali a due retti parimente gli angoli ACD e ACE adun- 
que gli angoli ACD e ACE sono eguali agli angoli ECA e 
ECB , tolto il comune angolo ECA , sarti ti rimanente ACD 
eguale ul rimanente ECB ; col medesimo ragionamento si 
diiimlrcrà V angolo ACE essere eguale all’ angolo DCB. 

( Il Trac. ). 
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Infatti quest» triangoli possono essere posti l’uno sopra 
F altro in maniera che dessi coincidono perfettamente. 

Ed in primo luogo , se si pone il lato DE sopra F e- 
gualc AB , il puulo D cadrà sopra A o il punto E in 
B : ma poiché F angolo D è eguale ali’ angolo A , quando 
il lato DE sarà situato sopra AB, il lato DF prenderà la di- 
rezione AC. Dippiù DF è eguale ad AC , dunque il punto 
F cadrà in C ; e cadendo il punto E in B ed il puuto F 
in C la linea EF terzo lato del triangolo DEF cadrà csat- 
taraente sopra la linea BC terzo lato del triangolo ABC. 
Dunque (Ai*. 5) il triangolo DEF è uguale al triangolo ABC. 

Quindi se due triang. ctc. C. B. D. 

Corollario. Dunque dall’ essere eguali tre cose in duo 
triangoli cioè F angolo A eguale all’ angolo D , il lato AB 
eguale al lato DE , il lato AC eguale al lato DF , si può 
conchiudcrc che le altre sono ancora eguali, cioè l’angolo 
B eguale all’ angolo E , F angolo C eguale all’ angolo F e 
il lato BC eguale al lato EF. 

PROPOSIZIONE VII 

TEOREMA. 

Se due triangoli èrmo un lato eguale , adiacente a due angoli 
respetlivamcnlc eguali , sono eguali. 

Sia il lato BC ( pg. 23 ) eguale al lato EF , F angolo 
B egualo all’ angolo E, e l’angolo C eguale all’angolo F -, 
dico che il triangolo DEF sarà eguale al triangolo ABC. 

Poiché per eseguire la soprapposizionc ,' sia situato EF 
sopra l’eguale 15C ; il punto E cadrà in B , ed il punto F 
in C. Poiché F angolo E è eguale all’ angolo B , il lato ED 
prenderà la direzione BA , onde il punto D si troverà sopra 
qualche punto della linea BA. Parimente , poiché F angolo 
F è eguale all’ angolo C la linea FD prenderà la direzione 
CA, c il p»mto D si troverà sopra qualche punto del lato CA; 
dunque il punto che deve trovarsi ad un tempo stesso 
sopra le due linee BA, CA, cadrà sopra la loro unica interse- 
zione A ; dunque i due triangoli ABC , DEF coincidono 
F uno con F altro e sono perfettamente eguali. 

Quindi se due triang. etc. C. B. D. 

Corollario. Dunque dall’ essere eguali tre cose in due 
triangoli , cioè BC eguale ad EF, l’angolo B eguale all’an- 
golo E , F angolo C eguale all’ angolo F , si può couchiu- 
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derc die le altre tre sono pure eguali , cioè AB eguale a 
DE , AG eguale DF, e l’angolo A eguale all’ angolo D. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

% 

In un triangolo un lato qualunque è minore della somma 
degli altri due. 

Sia il triangolo ABC ( fig. i3 ) ; dico che il lato BC f; s . ,j. 
è minore della somma dei lati AB AC. 

Imperciocché la linea retta BC è il più corto cammino 
da B in C ( Def. 3 J. Dunque BC è minore dei due AB, AC. 
Quindi in ogni triang. etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

Se da un punto preso dentro di un triangolo si conducano 
die estremità di un lato due linee rette , la somma di 
queste rette sarà minore di quella degli altri due lati del 
triangolo. 

50 dal punto 0 ( fig. 24 ) preso dentro del triangolo n g .^. 
ABC si conducano alle estremità del lato BC le linee rette 

OB , OC, la somma di queste rette sarà minore di quella 
degli altri due lati AB , AC del triangolo ABC. 

51 prolunghi BO fino allo incontro del Iato AC in D ; 
la linea retta OC è minore della somma di OD e DC (Prop. 

8 ) aggiugendovi di comune BO , sarà ( /lss. 8 ) BO più 
OC minore di BD più DC. 

Si à parimente BD minore delle duo BA più AD, ag- 
giungendovi di comune DC , sarà (Aw. 8 ) BD più DC mi- 
nore di BA più AC. Ma abbiamo dimostrato BO più OC 
minore di BD più DC , dunque con più ragione sarà BO 
più OC minore di BA più AC. 

Quindi se da un punto preso etc. C. B. D. 
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TEOREMA. 

. Se due triangoli abbiano due lati egttali a due lati respct- 
tivamentc e V angolo maggiore dell angolo che è con- 
tenuto dai lati eguali , avranno ancora il terzo lato mag- ' 
giure del terzo lato. 

fì k ., 5 . Siano i due triangoli ABC e DEF { fig. a5 ) che ab- 

biano i due lati eguali respeltivamente , cioè il lato AB 
eguale al lato DE il lato AC eguale al al lato DF , ed ab- 
biano 1’ angolo BAC maggiore dell’ angolo EDF ; dico che 
il terzo lato BC è maggiore del terzo lato EF. 

Intendasi fatto 1’ angolo GAG eguale all’ angolo in D , 
prendasi AG eguale a DE e tirisi CG, il triangolo GAC sarà 
eguale al triangolo DEF ; giacché questi triangoli ànno, per 
costruzione, un angolo eguale compreso tra lati eguali (IVop. 

6 ) si avrà dunque CG eguale ad EF. Possono darsi tre 
casi secondoché il punto G cade fuora del triangolo ABC 
o dentro, o sopra il lato BC. 

Primo caso. La linea retta CG è minore di Gl più 
IC ( Prop. 8 ) , la linea rena AB è minore di AI più 
1B; dunque GC più AB è minore di Gl più AI più IC più 
IB , ovvero GC più AB minore di AG più BC. Togliendo 
da una parte AB e dall’ altra la sua eguale AG sani (Ass. 

9 ) GC minore di BC , ma GC è eguale ad EF , dunque 
v si avrà EF minoro di BC. 

Fi*. >6. Secondo caso. Se il punto G ( fig. a6 ) cade sopra il lato 
BC , è chiaro che GC o la sua eguale EF sarà minore di 
BC. 

Fig.*,. Terzo caso. Se il punto G ( fig. wj ) cade dentro il 
triangolo ABC si avrà , seguendo il teorema precedente , 
AG più GC minore di AB più BC. Togliendo da una parte 
AG e dall’ altra la sua eguale AB, resterà GC o la sua e- 
guale EF minore di BC. 

Quindi se due triangoli etc. C. B. D. 

Scolio. Reciprocamente se i due lati AB, AC del trian- 
golo ARC sono eguali ai due lati DE, DF del triangolo 
DEF, e se di più il terzo Iato CB del primo triangolo è 
maggiore del terzo EF del secondo , dico che l’angolo BAC 
del primo triangolo sarà maggiore dell’ angolo EDF del 
secondo. 
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Poiché se ciò si neghi , bisognerà che l’ angolo BAC 
sia eguale a EDF o sia minoro di EDF •, nel primo caso il 
lato CB sarebbe eguale ad EF ( Prop. 6 ) , nel secondo 
caso CB sarebbe minore di EF : ora 1’ uno e l’ altro sono 
contrari alla^ supposizione , dunque BAC è maggiore di 
EDF. 


PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

Se due triangoli ànno i tre lati respettivamente eguali , 
saranno eguali. 

Siano i due triangoli ( fig. o3 ) ABC c DEF che ànno fìj.u. 
i tre Iati respettivamente eguali , cioè il lato AB eguale a 
DE, il lato AC eguale a DF ed il lato BC eguale ad EF ; 
dico che l’angolo A è eguale all’ angolo D , l’ angolo B e- 
guale all’angolo E e l’angolo C eguale all’ angolo F, quin- 
di tutto il triangolo ABC eguale a tutto il triangolo 1)EF.' 

Poiché se 1’ angolo A fosse maggiore dell’ angolo D , 
siccome i lati AB , AC sono respettivamente eguali ai lati 
DE , DF , ne seguirebbe pel teorema precedente che il lato 
BC sarebbe maggiore di EF : e se l’ angolo A fosse minoro 
di D, ne seguirebbe che il lato BC sarebbe minore di EF ; 
ora BC è eguale ad EF ; dunque l’angolo A non può essere 
nè maggiore nè minore dell’ angolo D : dunque gli è e- 
guale. Si dimostrerebbe nello stesso modo che l’ angolo B 
è eguale all’ angolo E e l’angolo C all’ angolo F. 

Quindi se due triangoli etc. C. B. D. 

Scolio. Si osserva che gli angoli eguali sono opposti 
ai lati eguali: così gli angoli eguali A c D sono opposti 
ai lati eguali BC , EF. 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. 

In un triangolo isoscele gli angoli opposti ai lati eguali 
sono eguali. 

Sia nel triangolo isoscele ABC (fig. 28) il lato ABFi g .»8. 
eguale al lato AC; dicoche sarà l’angolo C eguale all’angolo B. 

Dal vertice A tirisi al punto D medio della base AC 
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la linea AD , i due triangoli ARD , ADO avranno i loro tre 
lati respettivamente ogu:»lt cioè AD eguale ad AC , per i- 
potesi, AD comune, BD eguale DO, per costruzione , dun- 
que sarà tutto il triangolo ARD eguale a tutto il triangolo 
ADC ( Prop. prec. ) e per conseguenza 1 ’ angolo B eguale 
all’ angolo C. 

Quindi in un triangolo etc. B. C. D. 

Corollario. Un triangolo equilatero è nel medesimo 
tempo equiangolo , cioè à lutti i suoi angoli eguali. 

Scolio. La eguaglianza dei triangoli ARD, ACD prova 
nello stesso tempo che l’ angolo BAD è eguale all’ angolo 
DAC, e che 1 ’ angolo BDA è eguale all’ angolo ADC , e sa- 
ranno retti ( Def. io ); dunque la reità condotta dal ver- 
tice di un triangolo isoscele al punto medio della base è per- 
pendicolare a questa base , e divide l'angolo al vertice in due 
parti eguali. 

In un triangolo non isoscele si prende indifferente- 
mente per base un lato qualunque , ed allora il suo vertice 
è quello dell’angolo opj>osio. Nel triangolo isoscele si prende 
parlicolaimcnte per base il lato clic non è eguale ad uno 
degli altri due. 

PROPOSIZIONE XIII. 

v TEOREMA. 

Reciprocamente , se in un triangolo due angoli sono eguali , 
* lati opposti saranno eguali , ed il triangolo sarà isoscele. 

i-ig.*). Sia il triangolo ARO ( fig. 9.9 ) che abbia l’angolo 
ARO eguale all’ angolo ACB dico che il lato AC sarà eguale 
al lato AB , ed il triangolo sarà isoscele. 

Poiché se questi non sono eguali , sia AB il maggiore. 
Prendasi BD eguale ad AC c tirisi DC. L’ angolo DBG è , 
por ipotesi , eguale all’ angolo ACB *, i due lati DB , BC 
sono eguali ai due AC , BC , dunque il triangolo ACB 
( Prop. 6 ) sarebbe eguale al triangolo DBG : ma la parte 
non può essere eguale al tutto ; dunque i due lati dovran- 
no essere eguali , e per conseguenza il triangolo ABC è 
isoscele. 

Quindi se in un triangolo etc. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XIV. 
teorema. 

In ogni triangolo al maggiore angolo è opposto il lato mag- 
giore, e reciprocamente al lato maggiore è opposto F an- 
golo maggiore. 

i.° Sia l’angolo C maggiore dell’angolo B (fig. 3o); 
dico che il lato AB opposto all’ angolo C è maggiore del 
lato AG opposto all’ angolo B. 

Intendasi fatto l’ angolo BCD eguale all’angolo ABC-, nel 
triangolo BDC si avrà ( Prop . i3) BD eguale a DC. Ma la linea 
retta AC è più corta di AD più DC , ed AD più DC è eguale 
ad AD più DB, poiché si è dimostrato DB essere eguale a 
DC , ed AD più DB è il lato AB : dunque AB è maggio- 
re di AC. 

2. 0 Sia il Iato AB maggiore di AC; dico che l’ango- 
lo C opposto al lato AB sarà maggioro dell’angolo B op- 
posto al lato AC. 

Poiché se si avesse C minore di B , ne seguirebbe da 
ciò che si è dimostrato AB minore di AC , lo che è con- 
tro la supposizione. Se poi fosse l’angolo C eguale all’an- 
golo B, ne seguirebbe ( Prop 1 3) AB eguale ad AC; lo che pure 
è contro la supposizione. Dunque 1’ angolo C bisogni sia 
maggiore dell’angolo B. 

Quindi in un triangolo etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XV. 

TEOREMA. 

Da un punto dato fuora di una retta indefinita non si può 
condurre che una sola perpendicolare a questa retta. 

Sia la linea retta DE ( fig. 3i ) ed il punto fuora di r; t 3<. 
essa A; dico che dal punto A una sola perpendicolare 
può condursi alla retta DE. 

Suppongasi che se ne possano condurre due AB, AC; 
prolunghisi una di esse, c sia AB, e facciasi BF eguale 
ad AB , tirisi la CF. 

Il triangolo CBF è eguale al triangolo ABC, poiché 
l’ angolo CBF’ è retto al pari di CBA , il lato CB è co- 
mune , ed il lato BF eguale al lato BA. 

Legendre Geom. Pian. 2 
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Dunque questi triangoli essendo eguali ( Prop . 6 ) ne segue 
che 1’ angolo BCF è eguale all’ angolo BOA. L’ angolo BCA 
è retto per ipotesi; dunque l’angolo BCF lo è pure. Ma 
se gli angoli adiacenti BCA , BCF equivalgono insieme a 
due angoli retti , bisogni che la linea ACF sia retta ( Prop. 
4 )', donde resulta che per i due medesimi punti A e F 
si possono condurre due linee rette ABF, ACF il che è 
impossibile ( Ass. 4 ); dunque è parimente impossibile 
che da un medesimo punto sian condotte due perpendico- 
lari sopra la medesima linea retta. Quindi da un punto 
etc. C. B. D. 

Scolio. Da un medesimo punto C ( fig. 17 ) dato so- 
pra la linea AB è similmente impossibile di condurre due 
perpendicolari a questa linea: perchè se potessero condur- 
sene due, e siano CD, CE queste due perpendicolari l’an- 
golo DCB sarebbe retto , come pure BCE , ma questo è 
assurdo poiché la parte sarebbe eguale al tutto. 

PROPOSIZIONE XVI. 

TEOREMA. 

Se da un punto situato fuora di una retta si conducano la 
perpendicolare e differenti obblique a differenti punti della 
stessa retta ; la perpendicolare sarà la minore ; le due 
obblique condotte da una parte e dall’ altra della perpen- 
dicolare a distanze eguali saranno eguali ; delle altre 
obblique poi, quella che si allontana di più dalla per- 
pendicolare sarà la massima. 

Sia il punto A (fig. 3i ) situato fuora della retta 
DE, e si tirino la perpendicolare AB e differenti obblique 
AE , AC , AD ; dico essere la perpendicolare AB minore di 
tutte le altre obblique; le due obblique AC, AE, condot- 
te da una parte e dall’ altra della perpendicolare a di- 
stanze eguali BC , BE essere eguali ; e le altre obblique 
poi AC ed AD 0 AE ed AD condotte comunque , quella che 
si allontana di più sarà la massima , come AD. 

Prolunghisi la perpendicolare AB di una lunghezza BF 
eguale ad AB , ed nniscansi le FC , FD. 

i.° Il triangolo BCF è eguale al triangolo BCA, per- 
chè l’ angolo retto CBF è eguale all’ angolo CBA , il lato 
CB è comune , ed il lato BF eguale al Iato BA ; dunque 
( Prop. 6 ) il terzo lato CF è eguale al terzo lato CA. Ora 
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ABF linea retta è più corta di ACF linea spezzata ; dunque 
AB metà di ABF è più corta di AC metà di ACF , dun- 
que la perpendicolare è più corta di ogni obbliqua. 

a.° Se si suppone BE eguale a BC siccome si à inoltre 
AB di comune e l’angolo ABC eguale all’angolo ADE, ne 
segue che il triangolo ABC è eguale al triangolo ABE , 
dunque i due lati AE , AC sono eguali ; dunque due ob- 
blique che si allontanano egualmente dalla perpendicolare, 
sono eguali. 

3.° Nel triangolo DFA isoscele la somma delle linee 
AC , CF ( Prop. 9 ) è minore della somma di AD e DF ; 
dunque AC metà di ACF è minore di AD metà di ADF ; 
dunque le obblique che si allontanano di più dalla perpen- 
dicolare sono le maggiori. 

Quindi se da un punto etc. C. B. D. 

1. ° Corollario. La perpendicolare misura la vera di- 
stanza da un punto ad una retta, poiché dessa è più corta 
di ogni obbliqua. 

2. ° Da un medesimo punto non si possono condurre 
ad una medesima retta tre linee rette eguali ; poiché, se ciò 
fosse , vi sarebbero da una medesima parte della perpen- 
dicolare due obblique eguali, lo che è impossibile. 

PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA. 

Se dal punto medio di una retta si alzi perpendicolare 
sopra questa retta , ogni punto della perpendicolare sarà e- 
gualmente distante dalle due estremità della linea , ed ogni 
punto situato funra della perpendicolare sarà disegualmente 
distante dalle medesime estremità. 

Se dal punto C ( fig. 32 ) medio della retta AB si alzi *•;*.*«, 
la perpendicolare EF; dico che ogni punto di questa per- 
pendicolare sarà egualmente distante dalle due estremità 
della linea AB ; ed ogni punto situato fuora della perpen- 
dicolare sarà disegualmente distante dalle medesime estre- 
mità A e B. ' 

Imperciocché siccome si suppóne AC eguale a CB , le 
due obblique AD , DB si allontanano egualmente dalla per- 
pendicolare ; esse dunque sono eguali ; lo stesso accade per 
le due obblique AE , EB , per le due AF, FB etc. quindi 
ogni punto della perpendicolare è egualmente distante dalle 
estremità A e B. 


Digitized by Google 



20 

Sia I un pnnto fuori della perpendicolare ; se si tiri- 
no IA , 1B , una di queste linee taglierà la perpendicolare 
in D ; e tirando DB si avrà DB eguale a DA. Ma la li- 
nea retta IB è più corta che la linea spezzata ID più DB, 
ed 1D più DB è eguale ad 1D più DA ovvero ad IA, dun- 
que 1B e minore di IA ; dunque ogni punto fuora della 
perpendicolare è disegualmente distante dalle estremità A,B. 

Quindi se dal punto medio etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XVIII. 
teorema. 

Due triangoli rettangoli sono eguali quando Unno la ipotenusa 
eguale ed un lato eguale. 

*■>*• ss. Sia la ipotenusa AC ( fig. 33 ) eguale alla ipotenusa 
DF, ed il lato AB eguale a DE ; dico che il triangolo ret- 
tangolo ABC sarà eguale al triangolo rettangolo DEF. 

La eguaglianza sarebbe manifesta se il terzo lato BC 
fosse eguale al terzo EF. Suppongasi, se è possibile , che 
questi lati non siano eguali , e che BC sia il maggiore. 
Prendasi BG eguale ad EF , e tirisi AG. Il triangolo ABG 
è eguale al triangolo DEF , perchè l’angolo retto B è eguale 
all’angolo retto E, il lato AB eguale a DE , ed il lato BG 
è eguale ad EF ; dunque questi due triangoli sono eguali 
( Drop. 6) , e si à per conseguenza AG eguale a DF ; ma, 
per ipotesi , DF k eguale ad AC ; dunque AG è eguale ad 
AC. Oltracciò la obbliqua AG non può essere eguale ad AG 
(Pro. 16) giacché più lontana dalla perpendicolare AB; 
dunque è impossibile che BC differisca da EF ; dunque il 
triangolo ABC è eguale al triangolo DEF. 

Quindi due triangoli etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XIX. 

, teorema. 

. . 1 , 

In ogni triangolo la somma dei suoi tre angoli è eguale 

a due angoli retti. 

1 1 , 

*■;* 35. Sia ABC il triangolo ( fig. 35 )-, dico che la somma dei 
tre angoli ACB , CBA , BAC è eguale a due angoli retti. 
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Nel triangolo proposto ABC supporremo (a) che BA 
sia il lato maggiore e BC il minore , e che per con- 
seguenza ACB sia l’ angolo maggiore e BAC il minore , 
( Pro. ii ). Pel punto A e pel punto 1 medio del lato 
opposto BC tirisi la retta Al che prolunghisi in C' , (ino 
a che sia AG' eguale ad AB. Prolunghisi similmente AB in 
B', fino a che sia AB' doppia di Ai. 

Se si denotino con A , B , C i tre angoli del trian- 
golo ABC , e similmente con A' , B' , C i tre angoli del 
triangolo AB'C' , dia) che si avrà 1’ angolo C' eguale al- 
r angolo B più 1’ angolo G , e l’ angolo A eguale ad A' più 
B' , dal che risulta A più B più C eguale ad A' più B' 
più C' ; cioè a dire che la somma dei tre angoli è la stessa 
nei due triangoli. 

Facciasi AK eguale ad AI e congiungasi C'K si avrà 
il triangolo C'AK eguale al triangolo BAI, poiché in questi 
due triangoli I’ angolo comune A è compreso tra lati re- 
speltivamente eguali , cioè AC' eguale ad AB ed AK eguale 
ad Al. Dunque il terzo lato C'K è eguale al terzo lato Bl, 
e quindi anche l’angolo AC'K è eguale ad ABC, e l’an- 
golo AKG' eguale ad A1B. 

Dico ora che il triangolo B'C'K è eguale al triangolo 
AGI ; perchè la somma dei due angoli adiacenti AKG' più 
C'KB' è eguale a due angoli retti ( Prop. a ) al pari della 
somma dei due angoli AIC , A1B , sottraendo da una parte 
e dall’ altra gii angoli eguali AKG', A1B , resterà l’angolo 
C'KB' eguale ad A1G. Questi angoli eguali nei due triangoli 
sono compresi tra lati respetti va mente eguali , cioè C'K e- 
guale ad JB eguale ad 1C, e KB' eguale ad AK eguale ad 
Al , giaccliè per costruzione AB' e eguale a aAI eguale a 
?.AK. Dunque i due triangoli B'KC' , CAI sono eguali ( Prop. 
C ) , e perciò il lato C'B' eguale ad AG; 1’ angolo B'C'K eguale 
ad ACB e l’angolo KB'C' eguale a CAI. 

Segue da ciò i°,che l’angolo AC'lì' , disegnato con 
C' , è composto da due angoli eguali agli angoli B e G 
del triangolo ABC, e che perciò si à C' eguale a B più C , 
2 ° che F angvilo A del triangola BAC è composto dall’ an- 
golo A', ossia C'AB' che appartiene id triangolo AB'C', e 
dall’ angolo CAI eguale all’ angolo B' dello stesso triangolo* 
ciò che da A eguale ad A' più B'; dunque sarà A più B 


(a) Questa supposizione non esclude il caso in cui il lato 
medio AL' fosse eguale ad uno degli estremi Alt o BC. 
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più C eguale ad A' più B' più C'. D’ altronde perchè si à 
per ipotesi AG minore di AB, e per conseguenza C'B' mi- 
nore di AC', si vedo che nel triangolo AC'B' l’angolo A, 
disegnato da A' è minore di B' , e siccome la somma di 
questi due angoli é eguale all’ angolo A del triangolo pro- 
posto , così nè segue che si à 1’ angolo A' minore della 
metà dell’angolo A. 

Se si applichi la stessa costruzione al triangolo AB'C', 
per formare un terzo triangolo AG"B" , del quale gli an- 
goli sono disegnati con A", B", C", si avranno similmente 
le due eguaglianze , cioè 1’ angolo C" eguale a C' più B', 
A' eguale ad A" più B" , dal che resulta A' più B' più 
C' eguale ad A" più B" più C". Quindi la somma dei tre 
angoli è la stessa in questi triangoli. Si avrà ancora l’an- 
golo A" minore della metà dell’angolo A' e per conseguenza 
A" è minore della quarta parte dell’ angolo A. 

Continuando indefinitamente la serie dei triangoli 
AC'B' , AC"B" etc. Si arriverà ad un triangolo abc nel 
quale la somma dei tre angoli sarà sempre la stessa che 
nel triangolo proposto ABC , e che avrà 1’ angolo a più 
piccolo di qualunque termine della progressione decrescente 




A etc. 


Si può dunque supporre questa serie di triangoli pro- 
lungata fino a che l’angolo o sia minore di qualunque an- 
golo dato. E se per mezzo del triangolo abc si costruisca il 
triangolo seguente a'b'c 1 , la somma degli angoli a' più 6' 
di questo triangolo sarà eguale all’ angolo a , e sarà per 
conseguenza minore di qualunque angolo dato; dal che si 
vede che la somma dei tre angoli del triangolo a'b'c 1 si ri- 
duce quasi al solo angolo c'. 

Per avere la misura precisa di questa somma , pro- 
lunghiamo a'c 1 verso d ‘ , e chiamiamo ccf l’angolo esterno 
b'c'd ' , questo angolo x 1 unito all’ angolo c' del triangolo 
a'b'c 1 , fa una somma eguale a due angoli retti (Prop. a); 
e perciò disegnando 1’ angolo retto con D , si avrà c'=z 
jjD — x? , dunque la somma degli angoli del triangolo 
a'b'c 1 sarà 


aD -f- c' -f- b' — sp. 

Ma si può concepire che il triangolo a'c'b 1 varia nei 
suoi angoli e nei suoi lati in modo da rappresentare i suc- 
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cessivi triangoli die nascono ulteriormente colla stessa co- 
struzione , e che si approssimano di più in più al limite 
in cui gli angoli a' e b' sarebbero nulli. 

In questo limile la retta a'dd' confondendosi con a'b 1 , 
i tre punti a'db ' , finiscono con essere esattamente in linea 
retta : allora gli angoli b' ed od divengono nulli nello 
stesso tempo che l’angolo a', e la quantità 2l)-j-a'-(-6' — ed , 
che misura la somma dei tre angoli del triangolo a'db 1 si ridu- 
ce a ab •, dunque in ogni triangolo la somma dei suoi tre an- 
goli è eguale a due angoli retti. C. B. D. 

Corollario I. Due angoli di un triangolo essendo dati 
o solamente la loro somma , si conoscerà il terzo sottraen- 
do la somma di questi angoli da due angoli retti. 

II . Se due angoli di un triangolo sono respetti vamenta 
eguali a due angoli di un’altro triangolo, saia il terzo 
dell’ uno eguale al terzo dell’ altro, ed i due triangoli sa- 
ranno equiangoli tra loro. 

III. In un triangolo non vi può essere che un solo 
angolo retto , poiché se ve ne fossero due , il terzo do- 
vrebb’ essere nullo ; e con più ragione un triangolo non 
può avere che un angolo ottuso. 

IV. In ogni triangolo rettangolo la somma dei due 
angoli acuti è eguale ad un angolo retto (a). 

V. In un triangolo equilatero ogni angolo è il terzo 
di due angoli retti o due terzi di un retto. Dunque s© 
l’angolo retto è rappresentalo da i, l’angolo del triangolo 

2 

equilatero lo sarà da ^ . 

VI. In ogni triangolo se si prolunga il lato AB verso 
D, l’angolo esterno CBD sarà eguale alla somma dei due 
interni opposti A , C , poiché aggiungendo di comune ABC, 
le due somme sono eguali a due angoli retti. 


(a) E se il triangolo rettangolo è isoscele allora cia- 
scuno dei due angoli acuii è eguale alla metà di un retto. 

( Il Trau. ) 
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PROPOSIZIONE XX. 


r>g.4». 


*4 


TEOREMA. 

La somma di tulli gli angoli interni di un poligona è e- 
guale a tante volle due angoli retti quante unità vi sono 
nel numero dei suoi lati meno due. 

Sia ABCDEFG ( fig. ) il poligono proposto *, dico 
che la somma di tutti gli angoli interni ABC,BCD . . . etc. 
è eguale a tante volte due angoli retti quante unità vi so- 
no nel numero dei suoi lati meno due. Se dal vertice del- 
]’ angolo A si conducano a tutti i vertici degli angoli op- 
posti le diagonali AC, AD., etc. è facile il vedere che il 
poligono resta diviso in tanti triangoli quanto è il nu- 
mero dei suoi lati meno due ; perchè questi triango- 
li possono essere considerati come aventi per vertice co- 
mune il punto A e per basi i differenti lati del poligono , 
eccettuali solo i due AB ed AC che formano l’ angolo BAC. 
Si vede net medesimo tempo che la somma degli angoli di 
tutti questi triangoli non differisce punto dalla somma de- 
gli angoli del poligono. Dunque questa ultima somma è e- 
guale a tante volte due angoli retti quanti sono i trian- 
goli, e vale a dire quante unità sono nel numero dei lati 
del poligono meno due. 

Corollario I. La somma degli angoli di un quadrila- 
tero è eguale a due angoli retti moltiplicati [*er 4 — ? -ì ciò 
che fa quattro angoli retti ; dunque se tutti gli angoli di 
un quadrilatero sono eguali , ciascuno di loro sarà un an- 
golo retto , lo che giustifica la definizione XVII ove si è 
presupposto che i quattro angoli di un quadrilatero son 
retti nel raso sì del rettangolo , che del quadrato. 

Corollario II. La somma degli angoli di un pentagono 
è eguale a due angoli retti moltiplicati per 5 — a; lo che 
fa G angoli retti •, dunque allorché un pentagono sia equi- 
angolo , ciascun angolo è eguale al quinto di sei angoli 
. 6 

retti ovvero ai g di un angolo retto. 

Corollario IH. La somma degli angoli di un esagono 
è di a X ( G — a ) ovvero di 8 angoli retti ; dunque nel- 
lo esagono equiangolo ciascun angolo è il sesto di 8 angoli 

4 

retti o sivvero ì ^ di un angolo xelto. 
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Scolio. Se si volesse (fig. 43 ) applicare questa prò- 
posizione ai poligoni che anno uno o più angoli rientrnnti 
bisognerebbe considerare ciascun angolo rientrante come es- 
sendo maggiore di due angoli retti. Ma per amor di sem- 
plicità non considereremo qui ed in seguito se non che 
poligoni ad angoli salienti , che si posson chiamare ancora 
poligoni convessi. Ogni poligono convesso è tale che una 
linea retta condotta come si vorrà non può incontrare 
il contorno di questo poligono se non che in due pinti (a). 

PROPOSIZIONE XXI. 
teorema. 

Se due linee rette sono perpendicolari ad una terza retta , 
queste due linee saranno parallele , vale a dire che non 
si potranno incontrare a qualunque distanza si prolun- 
ghino. 

Siano le due linee rette ( fig. 36 ) AB , OD perpendi- Fi *- 36 - 
colari alla terza FG; dico che le due linee AB, CD saran- 
no parallele , cioè che non si potranno incontrare a qua- 
lunque distanza si prolunghino ( Def. ia). 

Poiché , se ciò non è , allora prolungato dovrebbero 
incontrarsi in un punto 0 , ed esisterebliero perciò due 
perpendicolari OF OG, abbassate dal medesimo punto 0 so- 
pra la stessa linea retta FG; ciò è impossibile (Prop. i5). 
Quindi se due linee rette etc. C. B. D. 


(a) E utile fare notare che tutti gli angoli esterni di 
un poligono sono eguali a quattro retti. 

Generalmente parlando se prolunghinsi tutti i lati di un 
poligono , ogni angolo interno con lo adiacente esterno è e- 
guale a due retti ; dunque gli angoli interni insieme agli esterni 
di un poligono sono eguali a tante volte due retti quanti so- 
no i lati del poligono ; ma per lo dimostralo teorema gli 
angoli interni solamente sano eguali a tante volte due retti 
quanti sono i lati meno due , ovvero meno 4 reto' » quindi 
questa costante differenza fra gli angoli interni ed esterni e 
gl’ interni soli ; è il valore degli angoli esterni di qualun- 
que poligono. (Il Tuad.) 
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PROPOSIZIONE XXII. 

TEOREMA. 

Se due linee rette fanno con ma terza due angoli interni , 
la cui somma sta eguale a due angoli retti . le due rette 
saranno parallele. 

Fi ‘- 3C - Siano le due linee rette (fig. 36 ) AB, CD che facciano con 
la terza linea EF i due angoli interni e dalla medesima 
parte BEF DFE eguali insieme a due angoli retti ; dico le 
linee AB, CD essere parallele. 

Se gli angoli BEF, DFE fossero eguali, sarebbero l’uno 
« 1 ’ altro retto ; quindi ciascuna delle due linee AB, CD 
sarebbe perpendicolare alla terza EF, e perciò parallela 
(Prop. prec. ). Suppongasi dunque che essi siano diseguali; 
dal punto F, vertice del maggiore angolo intendasi abbassatala 
FG perpendicolare ad AB. Nel triangolo FGE rettangolo in 
G la somma dei due angoli acuti FEG più EFG è eguale 
ad un retto ( Prop. 19 cor. 4 ) ; questa somma essendo 
tolta dalla somma BEF più EFD , eguale per ipotesi a due 
angoli retti , resterà 1 ’ angolo DFG eguale ad un angolo 
retto. Dunque le due AB, CD essendo perpendicolari alla 
stessa linea FG, saranno parallele ( Prop. ai ). 

Quindi se due linee , eie. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXIII. 

TEOREMA. 

Se due linee rette fanno con una terza retta due angoli in- 
terni dalla medesima parte la cui somma sia minore o 
maggiore di due angoli retti , le due linee rette prolungate 
sufficientemente dot ranno incontrarsi. 

Siano le due linee rette ( fig. 37 ) AB, CD che faccia- 
no con la terza retta EF i due angoli interni dalla mede- 
sima parte BEF, DFE la cui somma è minore di due angoli 
retti -, dico le rette AB, CD prolungate dovranno incontrar- 
si ; similmente dico s’incontreranno se fonnano gli angoli 
AEF, CFE dalla stessa parte la cui somma è maggiore di 
due angoli retti. 

j. Sia la somma BEF più EFD minore di due angoli 
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retti; intendasi tirata FG in maniera che l’ angolo EFG sia 
eguale ad AEF , si avrà la somma BEF più EFG eguale alla 
somma BEF più AEF, e per conseguenza eguali a due angoli 
retti , e poiché BEF più EFD è minore di due angoli ret- 
ti , così la retta DF, sarà compresa nell’ angolo EFG. 

Per il punto F tirisi una obbliqua FM che incontra AB 
in M , l’ angolo AMF sarà eguale a GFM , poiché aggiun- 
gendo di comune la stessa quantità EFM più FEM, le due 
somme sono eguali , ciascuna a due angoli retti. Prendasi 
in seguito MN eguale ad FM e congiungasi FN ; l’angolo 
AMF esterno al triangolo FMN, è eguale alla somma dei 
due interni opposti MFN , FNM ( Prop. 19 cor. 6); ma 
questi sono eguali fra loro , come opposti ai lati eguali 
MN, FM; dunque F angolo AMF 0 il suo eguale MFG è dop- 
pio di MFN ; quindi la retta FN divide in due parti eguali 
1 ’ angolo GFM ed incontra la linea AB al punto N posto 
alla distanza MN eguale ad FM. 

Ne segue dalla medesima dimostrazione , che se si 
prende NP eguale ad FN , si determinerà sulla linea AB 
il punto P, ove termina la retta FP che fa l’angolo GFP 
eguale alla metà dell’ angolo GFN o al quarto dell’ ango- 
lo GFM. 

Si possono dunque prendere successivamente la metà, 
il quarto, la ottava parte etc.. dell’ angolo GFM, e le linee 
che operano questa divisione incontrano la linea AB in punti 
di più in più distanti , ma facili a determinare, poiché MN 
eguale a FM, NP eguale FN , PQ eguale a PF etc. Si può 
anche osservare che ogni distanza di uno di questi punti 
d’ intersezione dal punto Osso F, non è affatto doppia della 
distanza del punto d’ intersezione precedente ; poiché FN , 
per esempio , è minore di FM più MN , ovvero di aFM ; 
similmente FP è minore di 2FN ; FQ è minore di 2FP etc. 

Ma continuando a suddividere l’angolo GFM in ragio- 
ne doppia , si arriverà ben tosto ad un angolo GFZ mi- 
nore dell’ angolo dato GFD, e sarà ancor vero che FZ pro- 
lungata incontra AB in un punto determinato : dunque con 
più ragione la retta FD, compresa nell’ angolo EFZ , in- 
contrerà AB. 

2. 0 Sia la somma dei due angoli , AEF più CFE mag- 
giore di due angoli retti ; prolunghisi AE verso B e CF 
verso D, la somma dei quattro angoli AEF, BEF , CFE , 
EFD satà eguale a quattro angoli retti; dunque se da que- 
sta somma si toglie AEF più CFE maggiore di due retti , 
resterà I3 somma BEF più EFD minore di due angoli rct- 
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li. Dunque secondo il primo caso le linee EB, FD prolun- 
gale sullìciemementc debbono incontrarsi. Quindi , se due 
linee eie. C. B. D. 

Corollario, l'er un punto dato non si può tirare che 
una sola parallela ad una linea data AB, poiché avendo ti- 
rato FE ad arbitrio , non vi è che una linea FG che fac- 
cia la somma dei due angoli BEF più EFG eguale a due 
angoli retti ; ogni altra linea FD farebbe la somma dei due 
angoli BEF, EFD maggiore o minore di due angoli retti ; 
ed incontrerebbe per conseguenza la linea AB. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA. 

Se due linee parallele sono intersecate da una terza linea , 
la somma deijli angoli interni dalla stessa parte sard eguale 
a due angoli retti. 

Siano le due linee parallele ( fùj . 38) AB, CD inter- 
secate della terza EF; dico la somma degli angoli interni 
AGO, GOC sarà eguale a due angoli retti. 

Poiché se ciò non fosse , allora tale somma dovrebbe 
essere o maggiore o minore di due angoli retti , e le li- 
nee AB, CD s’ incontrerebbero da una parte o dall’altra 
( Prop. a3 ) e non sarebbero parallele. Quindi se due li- 
nee etc. C. B. D. 

Corollario I.° Se l’angolo GOC è retto , l’angolo AGO 
dev’ esserlo pure , dunque ogni linea retta (perpendicolare 
ad una delle parallele è perixmdicolarc ancora all’ altra. 

Corollario !1.° Poiché la somma AGO più GOC è e- 
guale a due angoli retti , e che la somma GOD più GOC 
è pure eguale a due angoli retti , se si tolga da una parte 
c dall’ altra il comune angolo GOC, resterà l’ angolo AGO 
eguale all’ angolo GOD. D’ altronde AGO é eguale BGE e 
GOD è eguale a GOF ( Prop. 5), dunque i quattro angoli 
acuti AGO, BGE, GOD, COF sono eguali fra loro-, accade 
lo stesso dei quattro angoli ottusi AGE, BGO, GOC,DOF. 
Si può osservare di più che sommando uno dei quattro 
angoli acuti con tino dei quattro angoli ottusi , la somma 
sarà sempre eguale a due angoli retti. 

Scolio. Gli angoli , dei quali abbiamo parlalo parago- 
nati due a due prendono differenti nomi. Abbiamo già 
chiamali gli angoli AGO , GOC interni da una medesima 
parie ; gli angoli BGO e GOD ànno il medesimo nome; gli 
angoli AGO , GOD si chiamano alterni interni o semplice- 
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mento alterna ; e casi pure gli angoli BCO , GOC. Final- 
mente si chiamano interni-esterni gli angoli EGI 1 , GOD; op- 
pure EGA, GOC-, cd alterni-estemi gli angoli EGB , COF , 
oppure AGE, DOF. Ciò posto , si possono riguardare le se- 
guenti proposizioni come già dimostrate. 

1. Gli angoli interni da una medesima parte presi in- 
sieme sono eguali a due angoli retti. 

2. Gli angoli alterni-inlerni sono eguali ; come pure 
gli angoli interni-esterni e gli angoli alterni-es terni. 

Reciprocamente se in questo secondo caso due angoli 
del medesimo nome sono eguali , si può conchiudere che 
, le linee alle quali si rapportano sono parallele. Sia per e- 
sempio , l’angolo AGO eguale a GOD, perchè GOC più GOD 
è eguale a due retti si avrà pure AGO più GOC eguale a 
due angoli retti , dunque ( Prop. 22) le linee AG, CO sono 
parallele. 

PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA. 

Se due linee rette sono parallele ad una terza 
sono parallele fra loro. 

Siano le due line rette ( fig. 3g ) AB , CD parallele fì s .3 9 . 
alla terza EF ; dico che le due linee sono parallele fra 
loro. . 

Tirisi la secante RQP perpendicolare ad EF. Poiché 
AB è parallela ad EF, la secante PR sarà perpendicolare 
ad AB ( /Vop. 24 Cor. 1 ) ; parimente poiché CD è paral- 
lela ad EF, la secante PR sarà perpendicolare a CD; dun- 
que AB e CD sono perpendicolari alla medesima linea retta 
l’Q, dunque esse sono parallele ( Prop. 0.1 ). Quindi se due 
linee etc. C. B. D. 


PROPOSIZIONE XXVI. 

TEOREMA. 

Due parallele sono da per lutto egualmente distanti. 

Siano le due linee ( fig. 4 o ) AB, CD parallele ; dico Fis 4 „, 
che saranno da per tutto equidistanti. 

Se da due punti presi ad arbitrio s’ innalzino sopra 
AB le due perpendicolari EG, FU, le rette EG, FH sarau- 
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no nel medesimo tempo perpendicolari a CD {Prop. 34 y 
dico di piu che queste rette saranno eguali tra loro. ’ 
Poiché tirando GF, gli angoli GFE, FGH, considerati 
per rapporto alle parallele AB, CD saranno eguali come al- 
terni-iniemi ( Scol. Prop. 24 ) > parimente poiché le rette 
EG , FH sono perpendicolari ad una medesima retta AB , 
ed in conseguenza parallele fra loro, gli angoli EGF, GFH, 
considerati per rapporto alle parallele GE , FH , saranno 
eguali come alterni-interni , dunque i due triangoli EFG 
FGH ànno un lato comune FG adiacente a due angoli re- 
speliivamente eguali ; dunque questi due triangoli sono e- 
guali ( Prop. 7 ) dunque il Iato EG che misura la distanza 
delle parallele AB, CD dal punto E è eguale al lato FH 
che misura la distanza di queste medesime parallele dal 
punto F. Quindi due parallele etc. C. B. D. (a) 


(a) In conseguenza di quanto dicemmo avanti , leg- 
geri in questa nota la teorica delle parallele secondo lo 
andamento di Euclide. 

PROPOSIZIONE A. 

TEOREMA. 

Prolungandosi un lato di qualunque triangolo l’angolo e- 
sterno è maggiore di qualsivoglia dei due interni ed 
opposti. 

Sia il triangolo ABC ( tavola 7 bis fig. 1 ) , ed un 
lato BC di esso si prolunghi in D ; dico V angolo esterno 
ACD essere maggiore di qualsivoglia dei due interni ed op- 
posti , cioè a dire CBA , BAC. 

Infatti intendasi divisa per metà la AC in E , e la 
congiunta BE prolunghisi in F e pongasi la EF eguale alla 
BE ; congiungasi ancora FC , e la AC prolunghisi in G. 

Perciocché la AE è eguale alla EC , e la BE alla EF 
le due AE , EB sono eguali alle due CE, EF respetliva- 
mente , e V angolo AEB è eguale all' angolo CEF , essendo 
opposti al vertice ; adunque la base AB è eguale alla base 
FC, il triangolo AEB eguale al triangolo CEF , ed i ri- 
manenti angoli eguali ai rimanenti angoli respettivamente ; 
onde ! angolo BAE è eguale all' angolo ECF ; dunque Von- 
gola ACD è maggiore dell’ angolo BAC. Similmente divisa 
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PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOREMA. 

Se due angoli anno i Iati paralleli respeltivamente e diretti 
nel medesimo senso , questi due angoli saranno eguali. 

Siano i due angoli [fig: ). BAC, DEF die anno il 

lato AB parallelo al lato DE, il lato AC parallelo al lato 


per metà la retta 7>C, si dimostrerà eziandio V angolo BCG 
cioè S.CD [ che sono eguali fra loro , perchè opposti al 
vertice ] maggiore dell’ angolo ABC. Laonde prolungandosi 
etc. C. B. D. 


PROPOSTONE B. 

TEOREMA. 

Se cadendo una linea retta sopra due altre linee rette fac- 
cia gli angoli alterni fra loro eguali, queste rette saran- 
no parallele. 

La linea retta EF cadendo ( tnv. 7 bis fìg. 2 ) sopra 
le dm AB , CD faccia gli angoli alterni AGO , GOD fra loro 
eguali ; dico la linea retta AB esser parallela alla CD. 

Perciocché se non è parallela , le AB, CD prolungate 
concorreranno insieme o verso la parte BD 0 verso la par- 
te AC; si prolunghino e concorrano dalla parte BD in un 
punto X. Adunque V angolo esterno AGO ( Prop. A ). del 
triangolo XGO è maggiore dello interno ed opposto GOX ; 
ma gli è eguale ciò che è impossibile. Onde le rette AB , CD 
prolungate non concorreranno dalla parte BD ; e si dimo- 
strerà parimente non concorrere dalla parte AC. Afa quelle 
rette che prolungate non concorrono in alcuna delle porli , 
sono fra loro parallele: dunque AB è parallela a CD. Quin- 
di se cadendo una linea eie. C. B. D. 




Fi*. .. 
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EF ; dico 1’ angolo BAC essere eguale all’ angolo DEF. 
Prolunghisi se è necessario DE finché incontra AG 


PROPOSIZIONE C. 

TEOREMA. 

Se cadendo una linea retta sopra due altre linee rette fac- 
cia 1 ’ angolo esterno eguale allo interno ed opposto dalla 
medesima parte , ovvero gli angoli interni e dalla me- 
desima parte eguali a due retti ; queste rette saranno 
parallele. 

La linea retta EF ( tav. 7 bis fig. 3 ) cadendo sopra le due 
rette AB, CD faccia /’ angolo esterno EGB eguale allo inter- 
no ed opposto dalla medesima parte GOD ; ovvero gli an- 
goli interni e dalla medesima parte BGO , GOD eguali a 
due retti; dico la linea AB, esser parallela a CD. 

Infatti poiché Pungolo EGB è eguale all'angolo GOD , ed 
allo stesso EGB è eguale V angolo AGO perchè opposti al ver- 
tice, sarà ancora l’angolo AGO eguale all'angolo GOD ; ma sono 
allenii ; dunque AB è parallela a CD ( Prop. B ). Oltre 
a ciò poiché gli angoli BGO, GOD si sono supposti eguali 
a due retti, gli angoli AGO, BGO sono ancora eguali 
a due retti ; saranno gli angoli AGO BGO eguali agli 
angoli BGO , GOD ; tolgasi il comune angolo BGO sarà 
il rimanente AGO eguale al rimanente GOD; ma sono al- 
terni dunque la AB sarà parallela alla CD. Quindi se ca- 
dendo eie. C. B. D. 

PROPOSIZIONE D. 

TEOREMA. 

t 

Cadendo una linea ietta sopra le linee rette parallele, farà 
gli angoli alterni tra loro eguali , lo esterno eguale al- 
lo interno ed opposto e dalla medesima parte; e gl’in- 
terni e dalla medesima parte eguali a due retti. 

Cada sopra le linee rette parallele AB, CD (tav. 7 bis fig. 
4 ) la linea retta EF ; dico gli angoli alterni A CO, GOD esse- 
re eguali fra loro ; e V angolo esterno EGB eguale allo in- 
terno ed opposto e dalla medesima parte GOD-, e gli an- 
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in G; P angolo DEF è eguale a DGC, come interni-esterni, 
essendo EF parallela a GG ( Prop. 24 ) 5 ma l’angolo DGG 


goti interni e dalla medesima parte BGO , GOD eguali a 
due retti. 

Perciocché se non è V angolo AGO eguale all'angolo 
GOD , uno di essi sarà maggiore , e sia AGO maggiore. 

E perchè ti angolo AGO é maggiore dell'angolo GOD, 
aggiungasi di comune BGO; gli angoli dunque AGO , BGO 
sono maggiori degli angoli BGO , GOD. Ma gli angoli AGO , 
BGO sono eguali a due retti [poiché ogni retta che ne incon- 
tra un'altra fa con questa due angoli adiacenti la cui somma 
è eguale a due retti J ; sicché gli angoli BGO , GOD sono 
minori di due retti. Ma quelle rette che fanno con una 
terza retta gli angoli interni dalla medesima parte minori 
di due retti prolungale indefinitamente concorrono fra loro ; 
dunque le linee rette AB, CD prolungale indefinitamente 
concorreranno fra loro ; ma non concorrono , essendosi sup- 
poste parallele ; adunque ti angolo AGO non è disrguale al- 
ti angolo GOD , ma però eguale. Ed è ti angolo AGO egua- 
le alti angolo EGB perchè opposti al vertice ; dunque ancora 
EGB è eguale a GOD; aggiungasi a questi di comune BGO; 
saranno gli angoli EGB , BGO eguali agli angoli BGO , 
GOD; ma gli angoli BGE , BGO sono eguali a due retti ; 
[poiché ogni retta che ne incontra un' altra fa con questa due 
angoli adiacenti la cui somma è eguale a due retti ]•, dunque 
ancora gli angoli BGO, GOD saranno eguali a due retti. 
Laonde cadendo una linea etc. C. B. D. 

s c o l 1 a 

La dimostrazione del presente teorema dipende da quel 
principio: se due linee rette secate da un’ alua fac- 
ciano gli angoli interni, posti dalla medesima parte, mino- 
ri di due retti , tali due linee prolungale indefinitamente 
s’incontreranno dalla parte ove gli angoli sono minori di 
due retti: principio che Euclide pose fra concessimi geome- 
triche , poiché strettamente parlando non ammette dimo- 
strazione, e quante finora se ne sono tentate , tutte racchiu- 
dono dei paralogismi. 


Legehdre Geom . Pian. 
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è eguale all’ angolo BAC per la stessa ragione; dunque l’an- 
golo BAC è eguale a DBF ( Ass. 1 ). Quindi se due angoli 
eie. C. B. D. 

Scolio. Si mette in questa proposizione la restrizione 
che il lato EF sia diretto nel medesimo senso di AC , ed 
ED nel medesimo senso di AB; la ragione è che se pro- 
lunghisi EF verso H, l’angolo DEH avrà i suoi lati paral- 
leli a quelli dell’ angolo BAC, ma questo non gli sarebbe 
eguale; in tal caso 1’ angolo DEH e l’ angolo BAC farebbe- 
ro insieme due angoli retti. 


PROPOSIZIONE E. 

TEOREMA. 

L’ angolo esterno di ogni triangolo , prolungandosi un la- 
to , è eguale ai due interni ed opposti ; ed i tre angoli 
del triangolo sono eguali a due retti. 

5 . Sia il triangolo ABC ( tavola 7 bis fig. 5 ) , ed un 
lato BC di esso prolunghisi in D; dico l’ angolo esterno 
ACD essere eguale ai due interni ed opposti CAB , ABC ; 
ed » tre angoli ABC , BCA , CAB del triangolo essere e- 
tjualì a due retti. 

Intendasi tirata pel punto C la linea retta CE paral- 
lela alla AB. E perchè AB è parallela a CE, ed in esse 
cade la CA , gli angoli alterni BAC , ACE sono eguali fra 
loro ( Prop. D ). Similmente perchè AB è parallela a CE , 
ed in esse cade la BD , V angolo esterno ECD è eguale al- 
lo interno ed opposto ABC ( Prop. D ); ma si è dimostra- 
to V angolo ACE eguale all' angolo BAC; adunque l'angolo 
esterno ACD è egmle ai due interni ed opposti CAB, ABC. 
Pongasi ACB comune , saranno gli angoli ACD , ACB e- 
guali ai tre CBA , BAC, ACB; ma gli angoli ACD, ACB 
sono eguali a due retti , poiché ogni retta che ne incontra 
un' altra fa con Questa due angoli adiacenti la cui somma 
è eguale a due retti, dunque ancora gli angoli CBA , BAC, 
ACB sono eguali a due retti : Quindi 1’ angolo esterno eie. 
C. B. D. { k Trad. ). 
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PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOREMA. 

In ogni parallelogrammo » lati oj/posli sono eguali , come 
ancora gli angoli opposti. 

Sia il parallelogrammo ( fig. 44 ) ABCD } dico che il 
Iato AB è eguale al lato DC, il lato AD eguale al Iato BC} 
dippiù 1 ’ angolo A eguale all’ angolo C, e l’angolo D all’an- 
golo B. 

Tirisi la diagonale BI>, i due triangoli ADB, DBG àn- 
no il lato comune BD-, di più per le parallele AD , BC , 

F angolo ADB è eguale a DBC ( Prop. 9.4), come alterni-in- 
lerni , e per le parallele AB, CD l’ angolo ABD è eguale 
all’angolo BDC-, dunque i due triangoli ADB, DBC (Prop. 7) 
sono eguali ; dunque il lato AB opposto all’ angolo ADB è 
eguale al lato DC opposto all’ angolo DBC-, e parimente il 
terzo lato AD è eguale al terzo lato BC} dunque i lati op- 
posti di un parallelogrammo sono eguali. 

In secondo luogo, dalla eguaglianza dei medesimi trian- 
goli ne segue che l’angolo A è eguale all’angolo C, e che 
dippiù F angolo ADC, composto dai due angoli ADB , BDC 
è eguale all’ angolo ABC composto dai due angoli DBC , 

ABD-, dunque gli angoli opposti di un parallelogrammo so- 
no eguali. Quindi in ogni parallelogrammo eie. C. B. D. 

Cordiario. Dunque due parallele AB CD, comprese fra 
due altre parallele AD, BC, sono eguali. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA. 

Se in un quadrilatero i lati opposti som eguali ; i lati egua- 
li saranno paralleli , c la figura sarà un parallelogrammo. 

Sia il quadrilatero ABCD ( fig. 44 ) che abbia il lato Fil ^ 
AB eguale a CD, ed il lato AD eguale a BC -, dico che AB 
è parallela a DC, ed AD a BC , ed il quadrilatero ABCD 
essere un parallelogrammo. 

Infatti tirando la diagonale BD, i due triangoli ABD, 

BDC avranno i tre lati eguali respetiivamenie , dunque sa- 
ranno eguali ( Prop. 11)} quindi F angolo ADB opposto 
al lato AB è eguale all’ angolo DBC opposto al lato CD ; 
onde ( Prop. 24 ) >1 lato AD è parallelo a BC -, per la stes- 
sa ragione AB è parallelo a DC ; dunque il quadrilatero 
ABCD è un parallelogrammo. Quindi se in un quadrilate- 
ro etc. C. B. D. . 
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PROPOSIZIONE XXX. 


TEOREMA. 


Se in un quadrilatero due lati opposti sono eguali e Paral- 
leli , gli altri due saranno similmente eguali e paralleli , 
e la figura sarà un parallelogrammo. 


Fig.44- 


Siano i due lati opposti (fig. 44 ) del quadri- 

latero ABCD eguali e paralleli-, dico che gli altri (lue AL , 
RC saranno similmente eguali e paralleli, ed il quadrilatero 

ABCD sarà un parallelogrammo. „ , „ rn 

Tirisi la diagonale BD. Poiché AB è parallela a C , 
gli angoli alterni ABD , BDC sono eguali (Prop. a4) ><» al- 
tronde il lato AB è eguale al lato CD , il lato DB c co- 
nume, dunque il triangolo ABD è eguale al triangolo DBC 
( Proi). 6 ) ; dunque il lato AD e eguale al lato BC, 1 an- 
golo ADB eguale all’ angolo DBC, ed in conseguenza AD è 
parallela a BC -, dunque ABCD è un parallelogrammo. Quin- 
di se in un quadrilatero etc. C.B.D. 


PROPOSIZIONE XXXI. 


teorema. 

Le due diagonali di un parallelogrammo si tagliano 
scambievolmente per metà. 

A0 t «Su ADO dMgh 

Kir angoìo’cBO ( 1 V.p. k ), «/ »**> , > 

OCB; dunque questi due triangoli sono eguali ( Pr°P- 7)’ 
dunque AO, lato opposto all’ angolo ADO,è egntead OC, 
lato opposto all’angolo OBC eguale ad ADO , dunque an 
che DO è eguale ad OB. Quindi le due diagomli ett. CJBD. 

Srolio Nel caso del rombo 1 lati AB , la. esseuuu 
«.quali , i triangoli AOB , OBC anno i tre lati res^ttiva- 
vi-nte eguali, e sono per eonseguen^eguali, d ondese- 
ohe l’angolo AOB è eguale all angolo BOB, e quinui 
tè due diagonali (li un rombo si tagliano scambtevolmen 
ad angoli retti. 
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LIBRO SECONDO 


IL CIRCOLO E LA MISURA DEGLI ANGOLI 


DEFINIZIONI 


I. JLja circonferenza del circolo è una linea curva, 
tutti i punti della quale sono egualmente distanti da un 
punto interno clic chiamasi centro ( fig. 46 )• Il circo- 
Io (a) è lo spazio terminato da questa linea curva. 

JV. B. Qualche volta nel discorso si confonde il circolo con 
la Sua circonferenza ; ma sarà sempre facile di ristabilire 1’ esat- 
tezza dell’ espressioni , ricordandosi che il circolo b una superficie 
che à lunghezza e larghezza , mentre la circonferenza non è che una 
linea. 

» • • t 

II. Ogni linea retta CA , CE , CD etc. condotta dal 
centro alla circonferenza si chiama raggio o semi- diametro. 
Ogui retta , come AB, che passa pel centro, e che è ter- >, 
minata da ambe le parti dalla circonferenza, si chiama dia- 
metro (6). 

In conseguenza della definizione del circolo, tutti i raggi 
sono eguali ; tutti i diametri sono pure eguali e doppi del 

ragg» 0 - . , . # 

III. Si chiamo arco ima porzione di circonferenza co- 
me FHG. 

La corda o sottesa dell’ arco è la linea retta FG elle 
" congiungo le due estremità di esso. 


(a) Circolo dal latino circulus diminuì, di iùptòe ( «ir- 
eos ) circolo. 

(l>) Diametro da 5«* (dia) per e da (zsrpov (metron) mi- 
sura ( le Trad. ). 
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IV. Segmento è la superficie o porzione di circolo com- 
presa fra l’arco e la conia. 

N. B. Allo medesima corda FG corrispondono sempre dne in- 
cili FHG, FEG, e per eonjegnejiKi ancora due segmenti ; ma s' inten- 
de sempre parlare del minore , a meno che non si esprima il 
contrario. 

V. Settore è la porzione del circolo compresa tra ufi 
arco DE e due raggi CD, CE, tirati allo estremità dello 
arco. 

VI. Si chiama linea iscritta nel circolo quella le cut 
fì*. 4 ;. estremità sono alla circonferenza, come AB ( fig. 47 ). 

Angolo iscritto , un angolo come BAC, il vertice del 
qnale è atta circonferenza , e che è formato da dne cordet 

Triangolo iscritto , un triangolo come BAC, i tre an- 
goli del quale anno i respettivi vertici alla circonferenza. 

In generale figura iscritta., quella della quale tutti gli 
angoli ànno i vertici alla circonferenza : nel tempo stes- 
so si dice che il circolo è circoscritto ad una tale figura. 

VII. Si chiama secante una linea che incontra la cir- 
ri*.^. conferenza in dne punti , tale è AB ( fi g. 48 ). 

Vili. Tangente è una linea che non à che uh sol 
ponto di comune con la circonferenza ; tale è CD. 

Il ponto M chiamasi putito di contatto. 

IX. Similmente due circonferenze sono tangenti l’ una 
dell’ altra , allorché esso non ànno che un sol punto di 
cornane. 

X. Un poligono ( fig. iGo) è circoscritto ad un cir- 
colo , quando tutti i suoi lati sono tangenti alla circonfe- 
renza ; in questo caso si dice che il circolo è iscritto nel 
poligono. 


PROPOSIZIONE PRIMA. 
teorema. 

Ogni diametro divide il circolo e la circonferenza in due 
parti eguali. 

T\iAt). Sia il diametro AB ( fig. 49 ) del circolo terminato dal- 
la circonferenza AFBE ; dico che il diametro AB divide il 
circolo e la circonferenza in due parti eguali. 

Poiché se si applichi la figura AEB sopra AFB, con- 
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serrando la base comune AB , bisognerà che la linea cur- 
va AEB cada esaltamento sopra la linea curva AFB ; al- 
trimenti si avrebbero nell’ una o nell’ altra dei punti di- 
segualmente lontani dal centro ; il che è contro la defini- 
lione del circolo ; dunque dovranno combaciare, perfetta- 
mente, e quindi saranno eguali. Dunque ogni diametro etc. 
C. B. D. 


PROPOSIZIONE IL 
teorema. 

Ogni corda é minore del diametro. 

Sia il circolo che à per circonferenza AEBF (fig. 49 ), r!g '** 
ed in esso siavi la corda AD ed il diametro AB ; dico che 
la corda AD è minore del diametro AB. 

Intatti se alle estremità della corda AD si eonducano 

1 raggi AG , CD , si avrà la retta AD minore di AC più 
CD, ovvero di AC più CB, essendo CD eguale a CB (Def. 

2 ) , ma AC più CB è il diametro AB *, dunque la corda 
AD è minore di AB. 

Quindi ogni corda etc. G B. D. 

Corollario. Dunque- la maggiore linea retta che si possa 
iscrìvere in un circolo è eguale al suo diametro. 

PROPOSIZIONE IH. 

TEOREMA. 

Ogni linea retta non può incontrare una circonferenza in 
più di due punti. 

Poiché se la incontrasse in tre , questi tre punti sa- 
rebbero egualmente distanti dal centro; vi sarebbero dunque 
tre rette eguali condotte da uno stesso punto sopra una me- 
desima linea retta , ciò che è impossibile (Prop. 16 Cord. 
a lik. I ). Dunque ogni linea etc. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE IV. 


r;*5o. 




TEOREMA. 

In un medesimo circolo od in circoli eguali gli archi eguali 
sono sottesi da corde eguali , e reciprocamente le corde e- 
guali sottendono archi eguali. 

Sia il raggio AC (fig. So ) eguale al raggio EO , e 
P arco AMD eguale all’ arco ENG ; dico che la corda AD 
sarà eguale alla corda EG. 

Poiché essendo il diametro AB eguale al diametro EF, 
il semicircolo AMDB potrà applicarsi esattamente sopra il 
semicircolo E NGF; e la linea curva AMDB coinciderà esat- 
tamente con la linea curva ENGF; ma si suppone la parte 
AMD eguale alla parte ENG; dunque il punto D cadrà sopra il 
punto G ; e cadendo il punto A sopra il punto E, il punto D 
sopra il punto G, le rette che uniscono questi punti dovranno 
coincidere perfettamente, e quindi saranno eguali; dunque 
la corda AD sarà eguale alla corda EG. 

Reciprocamente, supponendo sempre il raggio AC egua- 
le ad EO , se la corda AD é eguale alla corda EG ; dico 
1* arco AMD essere eguale all’ arco ENG. 

Poiché tirando i raggi CD, OG i due triangoli ACD, 
EOG avranno i tre lati respetlivamente eguali , cioè AC 
eguale ad EO , CD eguale ad OG , ed AD eguale ad EG ; 
dunque questi triangoli sono eguali ( Prop. 1 1 lib. I ); e 
perciò l’angolo ACD è eguale all’angolo EOG; ma ponen- 
do il semicircolo ABD sopra il suo eguale EGF, poiché l’an- 
golo ACD è eguale ad EOG, è chiaro che il raggio GD ca- 
drà sul raggio OG, ed il punto D sopra il punto G; e cadendo 
II punto A sopra il punto E, il punto D sopra il punto G, e 
tutta la curva AMDB combaciando con tutta la curva ENGF; 
anche la porzione AMD combacerà e sarà eguale alla por- 
zione ENG. Quindi in un medesimo circolo eie. G. 15. IX 
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PROPOSIZIONE V. 


4-t 


' ■ teorema. 

Nel medesimo circolo od in circoli eguali, un arco maggiore è 
sotteso da una corda maggiore , e reciprocamente , purclui 
gli archi dei quali si tratta siano minori della semicircon- 
ferenza. 

Sia l’arco AH ( fig. 5o ) maggiore dell’arco AD ; dico *■*.*»• 
che la corda AH è maggiore della corda AD. 

Conducansi i raggi CD , CH •, i due lati AC , CI1 del 
triangolo ACH sono eguali ai due lati AC , CD del trian- 
golo ACD ; l’ aDgolo ACH è maggiore dell’ angolo AGD ; 
dunque ( Prop. io lib. 1 ) il terzo lato AH è maggiore del 
terzo lato AD ; onde la corda maggiore ò quella che sot- 
tende l’arco maggiore. 

Reciprocamente , se la corda AH suppongasi maggiore 
di AD , si conchiuderà dàjjji stessi triangoli, che l’ angolo 
ACH è maggiore di ACD perciò l’arco AH è maggiore 
di AD. Quindi nel medesimo etc. C. B. D. 

Scolio. Si suppone che gli archi dei quali si tratta siano 
minori della semicirconferenza. Se dessi fossero maggiori 
la proprietà contraria avrebbe luogo ; cioè l’ arco aumen- 
tandosi, la corda diminuirebbe , e reciprocamente ; così es- 
sendo l’arco AKBD maggiore di AKBH, la corda AD del pri- 
mo è minore della corda AH del secondo. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

Ogni raggio perpendicolare ad una corda divide questa cor- 
da in due parti eguali , come ancora divide in due parti 
eguali V arco sotteso. 

Sia il raggio CG ( fig. 5i ) perpendicolare alla cor- *'*•*■■ 
da AB -, dico questa corda e 1’ arco sotteso AGB essere 
ambidue divisi in due parti eguali. 

Tirinsi i raggi CA , CB ; questi raggi sono , per rap- 
porto alla perpendicolare CD , due obbliquc eguali -, dun- 
que si allontanano egualmente dalla perpendicolare ( Prop. 

16 lib. I ); onde AD è eguale a DB. 


Digitized by Google 



42 

In secondo luogo , poiché AD è eguale a DB , CG è 
} una perpendicolare inalzato alla meli di AB; dunque ( Prop. 
17 Ub. I ) ogni punto di questo perjìendicolare dev’essere 
egualmente distonie dalle due estremità A e B. Il punto G 
è uno di questi punti ; dunque la distanza AG è eguale a 
GB. Ma se la corda AG è eguale alla corda GB , 1 ’ arco 
AG sarà eguale all’ arco GB ( Prop. 4 ); dunque il raggio 
CG, perpendicolare alla corda AB, divide l’arco sotteso da 
questo corda in duo parti eguali nel punto G. Quindi oqni 
raggio ctc. C. B. D. 

Scolio. Il centro C, il punto medio D della corda AB, 
ed il punto medio G dell’arco sotteso da questo corda so- 
no tre punti situati sopra una medesima retto perpendi- 
colare alla corda. Ora bastono due punti per determinare 
la posizione di una linea retto ; dunque ogni linea che pas- 
sa per due di questi punti , passerà necessariamente pel 
terzo, e sarà perpendicolare alla corda. 

Ne segue pure che la perpendicolare innalzala al pun- 
to medio di una corda passa per lo centro e pel punto 
medio dell’ arco sotteso dalla medesima corda. 

Infatti questo perpendicolare è la stessa di quella elio 
si abbasserebbe dal centro sopra la medesima corda, giacché 
passano ambedue pei punto medio della stessa corda. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

Per tre punti non in linea retta , si può sempre far passare 
ima circonferenza , ma non se ne può far passare cito 
una sola. 

Fi s- 5 *- Siano ( fig. 5a ) A, B, C i tre punti non in linea retta; 

dico per questi si può sempre far passare una e sola cir- 
• conferenza. 

Congiungansi le AB , BC , ed intendansi divise queste 
rette in due parti eguali dalle perpendicolari DE , FG ; 
dico primieramente che queste perpendicolari s’incontreranno 
nel punto 0 . 

Infatti le linee DE , FG si taglieranno necessariamente 
se non son parallele. Ora supponiamo che fossero paralle- 
le; la linea AB, perpendicolare a DE, sarebbe perpendicolare 
a FG ( Prop. lib. 1 ) , c 1’ angolo in K sarebbe retto ; 
ma BK prolungamento di BD è differente di BF , poiché, i 
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tre punti A, C, C non sono in linea retta ; dunque vi 
sarebbero due perpendicolari BF , BK abbassate da uno 
stesso punto sopra la medesima retta, lo che è impossibile 
( Prop. i5 lib. I ); dunque le perpendicolari DE , FG si ta- 
glieranno sempre in un punto O. 

Adesso il punto 0 , come appartenente alla perpendi- 
colare DE , è ad egual distanza dai due punti A e B ( Prop . 

«7 lib. I ) ; il medesimo punto 0 , corno appartenente alla, 
perpendicolare FG , ò ad egual distanza dai due punti B 
e C ; dunque le tre distanze OA, OB, OC sono eguali \ e 
perciò la circonferenza descritta col centro O e col raggio 
OB passerà per 1 tre punti A , B , C. 

Resta così dimostrato che si può sempre far passare 
ona circonferenza per tre punti dati non in linea retta ; 
dico di più che non se ne può far passare che una sola. 

Poiché , se vi fosse una seconda circonferenza che 
^passasse per i tre punti dati A, B, C, il suo centro non po- 
trebbe esser fuori della linea DE (Prop. i] lib. I), per- 
chè desso allora sarebbe disegualmente lontano da A e da 
B ; non potrebbe essere neppure fuori della linea FG, per 
simile ragione; dunque sarebbe nel tempo stesso sopra le due 
linee DE, FG. Or due linee rette non possono tagliarsi in 
più di un punto; dunque, essendo lo stesso il centro, non vi 
è che una sola circonferenza che possa passare per tre punti 
dati non in linea retta. Quindi per tre punti etc. C. B. D. 

Corollario. Due circonferenze non possono incontrarsi 
in più di due punti ; poiché se avessero tre punti comuni, 
avrebbero il medesimo centro , e non farebbero che una 
sola é medesima circonferenza. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

Due corde eguali sono egualmente lontane dal centro ; e di 
due corde disegnali la minore è più distante dal centro. 

i.° Sia la corda ( fig. 53) AB eguale alla corda 1)E ; Fig s;. 
dico essere egualmente lontane dal centro. 

Intendansi divise queste corde in due parti eguali con 
le perpendicolari CF, CG, le quali s’ incontreranno nel cen- 
tro C ( Scolio Prop. 6 ) ; e tirinsi i raggi CA , CD. 

I triangoli rettangoli CAF , DCG anno le ipotenuse CA, 

CD eguali ; di più il lato AF metà di AB è eguale al lato 
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DG metà di DE ; dunque questi triangoli sono eguali ( Prop. 
18 lib. 1 ) , ed il terzo lato CF è perciò eguale al terzo 
lato CC; ma queste rette misurano le distanze che il centro 
serba dalle corde ; dunque le due corde eguali AB , DE 
sono egualmente distanti dal centro. 

a." Sia la corda AH maggiore di DE ; dico che DE mi- 
nore sarà più distante dal centro. 

Essendo la corda AH maggiore di DE, l’arco AKH sarà 
maggiore dell’ arco DME ( Prop. 5 ) ; sopra l’ arco AKH 
prendasi la parte ANB eguale a DME-, tirisi la corda AB, e si 
intenda abbassata CF perpendicolare sopra questa corda , 
e CI perpendicolare - sopra AH ; è chiaro die CF è maggio- 
re di CO , c CO è maggiore di CI ( Prop. 16 lib. I ) ; 
dunque con più ragione CF è maggiore di CI. Ma CF è 
eguale CG ; poiché le corde AB, DE sono eguali ; dunque 
si à CG maggiore di Cl; ma queste rette misurano le di- 
stanze che il centro serba dalle corde ; e perciò la mino- 
ro di due corde diseguali è più distante dal centro. Quin- 
di due corde etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE IX. 
teorema. 

La perpendicolare innalzala all’ estremità di m raggio è 
una tangente alla circonferenza. 

•s 4- Se all’ estremità del raggio CA ( fig. 54 ) s’ iutenda 

innalzata la perpendicolare BD ; dico essere BD una tangente 
alla circonferenza. 

Tirinsi dal centro C quante obbliquesi vogliono sulla BD; 
sia per esempio CE una di queste; siccome ogni obbliqua CE 
c maggiore della perpendicolare CA raggio del circolo (Prop. 
iG lib. I ), perciò il punto E è fuori ilei circolo ; cosi si 
dimostrerebbe esser fuori del circolo qualunque altro punto 
della linea BD, eccettuato il solo punto A, estremo del rag- 
gio cui è perpendicolare; dunque la linea DB non avendo 
che il solo punto A di comune colla circonferenza è una 
tangente ( Def. 8 ). Quindi la perpendicolare etc. C. B. IX 
Scolio. Non si può condurre da un punto dato A se 
non che una sola tangente AD alla circonferenza ; poiché 
se si potesse condurne altra , questa non sarebbe più per- 
pendicolare al raggio CA ; dunque per rapporto a que- 
sta nuova laugeute il raggio CA sarebbe iut’ obbliqua, e la 
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perpendicolare abbassata dal centro sopra questa tangente sa- 
rebbe minore di CA , dunque questa pretesa tangente en- 
trerebbe nel cerchio, c sarebbe invece una secante. 

PROPOSIZIONE X. 
teorema. 

Due parallele intercettano sopra una circonferenza archi 
eguali. 

Siano le due parallele AB , DE ( fig. 55 ) ; dico die F, 'ss*. 
queste intercettano sopra la circonferenza gli archi eguali 
MN, l’Q. 

Possono accadere tre casi. 

1. ° Se le due parallele sono secanti. 

2. ” Se una è secante , c l’ altra tangente- 

3. ° Se ambedue sono tangenti. 

i.° Caso. Intendasi tirato il raggio CII perpendicolare 
alla corda MP 5 esso sari» nel medesimo tempo perpendico- 
lare alla sua parallela NQ ( Prop. ily Uh. I ) ; dunque il 
punto II sarà ad un tempo stesso il mezzo dell’ arco MIIP, 
e quello dell’ arco NHQ ( Prop. 6 ) -, si avrà dunque l’arco 
MII eguale ad IIP , 1’ arco Nll eguale ad IIQ -, da ciò risul- 
ta MII meno NH eguale ad IIP meno IIQ ( Ass. 7 ) , cioè a 
dire MN eguale a QP. 

2. 0 Caso. Al punto del contatto II ( fig. 56) tirisi il raggio Fig.ss. 
CIP, questo raggio sarà perpendicolare alla tangente DE (Prop. 

9) ed alla sua parallela MP. Ma, poiché GII è perpendicolare 
alla corda MP, il punto II è il punto medio dell’arco MHP; 
dunque gli archi MII, IIP, compresi tra le parallele AB , 

DE, sono eguali. 

3.° Caso. Siano le due parallele DE , IL tangenti una 
in H, l’altra in K $ intendasi condotta la secante parallela 
AB ; e si avrà per quello che abbiam dimostralo MII eguale 
ad HP , ed MK eguale a KP ; dunque l’ arco intero IIMK 
è eguale ad IIPK ; e si vede inoltre clic ciascuno di que- 
sti archi è una mezza circonferenza. Quindi due parallele 
intercettano eie. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

Se dot circonferenze si tagliano, la linea retta che passa 
per i laro centri sarà perpendicolare alla corda che uni- 
sce i punti d’ intersezione , e la dividerà in dm parti 
eguali. 

Siano lo due circonferenze che si tagliano nei punii 
r '?' 5* 7 ( PO- 67 e 58) A e Bj dico la linea CD che passa per i due 
' centri essere perpendicolare alla corda AB che unisce i due 
punii d’ intersezione , e dividerla in due parti eguali. 

Infatti la linea AB che unisce i punti d’ intersezione 
è una corda comune ai due circoli. Or, se alla metà di 
questa corda si tirasse una perpendicolare, essa dovrebbe 
passare per ciascuno dei due centri C e I) (Prop. 6 ). Ma 
per due punti dati non può condursi che una sola linea 
retta , dunque la* linea retta che passa per i centri sarà 
perpendicolare alla corda, e passerà pel punto medio di 
essa. Quindi se due circonferenze etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. 

Se la distanza di due centri è minore della somma dei raggi , 
e se nello stesso tempo il raggio maggiore è minore della 
somma del raggio minore e della distanza dei centri , % 
due circoli si taglieranno. 

'■*,** Sia la CD (fig. 5y e 58), distanza dei due centri, mi- 
' nore della somma dei raggi AC più AD , e nello stesso tem- 
po il raggio maggiore AD sia minore di AC , raggio mi- 
nore , più CD , .distanza dei centri 5 dico i due circoli si 
taglieranno. 

Infatti affinchè abbia luogo P intersezione bisogna che 
il triangolo CAD sia possibile ; è necessario dunque che 
non solamente CD sia minore di CA più AD, ma ancora 
AD raggio maggiore sia minore di AC più CD. Ora ogni 
volta che il triangolo CAD potrà esser costrutto, è chiaro 
che le circonferenze descritte coi centri C e D si taglieran- 
no in A e B. Quindi se la distanza ctc. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA. 

Se la disianza dei centri di due circoli é eguale alla somma 
dei loro raggi , questi due circoli si toccheranno esterna- 
mente. < 

Sia la distanza CD (fig. 5 g ) dei due centri eguale alla r ■*.«<>. 
somma dei raggi CA , DA ; dico che i due circoli si toc- • 
olieranno esternamente. 

È chiaro che avranno il punto A comune ; ma dessi 
non avranno che questo punto solo -, poiché per avere due 
punti comuni, bisognerebbe che la distanza dei centri fosse 
minore della somma dei raggi ( Prop. prec. ). Quindi se la 
distanza e Le. C. 11 . D. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

Se la distanza dei centri di due circoli è eguale alla diffe- 
renza dei loro raggi , questi circoli si toccheranno interna- 
mente. 

Sia la distanza ( fig. Go ) CD dei due centri eguale alla rig . 6o . 
differenza dei raggi AC , Al) ; dico questi circoli si tocche- 
ranno internamente. 

Primieramente è chiaro che questi circoli ànno il pun- 
to A comune ; non ne possono avere alcun altro ; poiché 
altrimenti bisognerebbe che il raggio maggiore AD fosse 
minore della somma del raggio AC e della distanza dei 
centri CD ( Prop. 12), il che non à luogo. Quindi se la 
distanza etc. C. B. D. 

Corollario. Dunque se due circoli si toccano tanto in- 
ternamente , quanto esternamente , i centri ed il punto di 
contatto sono nella medesima linea retta. 

Scolio. Tutti i circoli che anno i loro centri ( fig. S9 e fì*. 5, 
60) sopra la retta CD, e che passano per lo punto A, sono tan- * *“• 
genti gli uni degli altri , cioè non ànno fra loro che il so- 
lo punto A di comune. E se {ter lo punto A si conduca 
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AE perpendicolare a CD , la retta AE sari una tangente co- 
mune a questi circoli (a). 


(a) Nella proposizione XII pare che Legendre non di- 
mostri ciò che à stabilito con l'enunciato , cioè la interse- 
zione dei due circoli , ma anzi ripete in parte l’ enuncialo 
stesso ; quindi per esporre con più chiarezza questa teorica 
delle intersezioni dei circoli , non che dei loro contatti , sti- 
miamo far precedere queste due proposizioni seguenti ; trat- 
tando poi dicersamcnte la XII , XIII e XIV dell'autore. 

PROPOSIZIONE X. 

, » 

TEOREMA. 

Se due circoli inno un punto comune da una parte della 
retta che unisce i loro centri, ne avranno un altro dalla 
parte opposta della stessa retta. 

Siano A e lì ( tav. 7 bis fig. 6 ) i centri di due cin- 
edi che anno il punto C comune fuori della retta AB; dico 
che ne avranno un altro dalla parte opposta della stessa 
retta All. * 

Dal punto C intendasi abbassata la perpendicolare CD 
e prolungata al punto E, di modo che sia DE eguale a DC ; 
congiungansi le rette BC , BE , AC, AE. Essendo CD eguale 
a DE, il lato DB comune , gli angoli CDB , EDB eguali, per- 
chè retti -, t due triangoli BDC, BDE saranno eguali , per- 
chè anno un angolo eguale , compreso da due lati eguali ; 
quindi sarà CB eguale a BE, dunque il punto E sta sopra 
la circonferenza del cerchio che à per centro B; similmente 
si dimostrerebbe essere sulla circonferenza del cerchio avente 
per centro A ; dunque dovendosi trovare nello stesso tempo 
sopra le due circonferenze, si troverà sopra la comune loro 
intersezione, dalla parte opposta, della retta AB. Quindi se 
due circoli eie. C. 1>. D. 


« 
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PROPOSIZIONE XV. 
teorema. 

Nel medesimo circolo od in circoli eguali , gli angoli eguali , i 
vertici dei quali sono al centro , intercettano sopra la circonfe- 
renza archi eguali. Reciprocamente se ali archi sono egua- 
li , saranno intercettati da angoli eguali. 

i.° Siano gli angoli ( fig. 61 ) ACB, DCE eguali nel- fì 5 .c«, 
lo stesso circolo od in circoli eguali, aventi i vertici al cen- 
tro } dico che intercettano gli archi AB , DE eguali. 


PROPOSIZIONE Y. 

TEOREMA. 

Se due circoli si toccano, la retta che unisce i loro centri 
passerà per lo contatto. 

Siano i due circoli ABC , DBE { tav. 7 bis fig. 7 ) 
che si toccano in B ; dico che la retta GF la quale unisce 
i loro centri G, F, passa per lo contatto. 

Infatti se il punto di contatto non cadesse sopra la 
retta GF , dovrebbe trovarsi dall’ una o dall’altra parla 
della retta GF , e quindi ì circoli avrebbero un altro ptmto 
di comune dalla parte opposta ( Prop. prec. ), e perciò allora 
le circonferenze non sarebbero tangenti , ma secanti , lo che è 
contro la supposizione ; quindi la linea GF dovrà passare 
per lo contatto. Dunque se due circoli etc. C. B. D. 

Corollario. Da ciò ne segue che se due circoli si toc- 
cano la distanza dei centri è eguale o alla somma od alla 
differenza dei raggi , secondochè si toccano esternamente od 
internamente. 

Scolio. È evidente inoltre che se la distanza dei centri 
è maggiore della somma dei raggi , te due circonferenze non 
s’ intersecano nè si toccano , ma sono distanti l’una dall’al- 
tra , e viceversa ( tav. 7 bis fig. 8 ). E che se la distanza 
dei centri è minore della differenza dei raggi , cioè se il rag- 
gio maggiore è più grande della somma del raggio minore 
e della distanza dei centri , la circonfci enza maggiore cir- 
conda la minore ( tav. 7 bis fig. 9 ) , c viceversa. 

Legendre Geom. Pian. 4 
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Poiché se 1 ’ angolo ACB è eguale all’ angolo DCE, que- 
sti due angoli potranno situarsi l’uno sopra l’ altro ; e sic- 
come i loro lati sono eguali , è chiaro che il punto A ca- 


PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. 

Se la distanza di due centri è minore della somma dei rag- 
gi , e se nello stesso tempo il raggio maggiore è minore 
della somma del raggio minore e della distanza dei cen- 
tri , i due circoli si taglieranno. 

Sia CD ( fìg. 57 e 58 ) , disianza dei due centri , mi- 
nore della somma dei raggi AC più AD, e nello stesso tem- 
po il raggio maggiore AD sia minore di AC , raggio mino- 
re , più CD, distanza dei centri ; dico i due circoli si la- _ 
glieranno. 

Infatti se le due circonferenze non s' intersecassero, do - 
vrebbero essere o tangenti o distanti i una dall' altra o I una 
racchiusa entro l’ altra : nel primo caso dovrebbe essere la 
distanza dèi centri eguale alla somma 0 alla differenza dei' 
raggi ( C'orol. Prop. Y ): nel secondo ( Scol. Pmp. Y ) mag- 
giore della somma dei raggi: e nel terzo caso dovrebbe es- 
sere ( Scol. Prop. Y ) il raggio maggiore più grande della 
somma della distanza dei centri e del raggio minore. Ma 
tutte e tre queste conseguenze sono contro i ipotesi ; dunque 
le due circonferenze debbono intersecarsi. Quindi se la di- 
stanza di due centri eie. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA. 

Se la distanza dei centri di due circoli è eguale alla som- 
ma dei loro raggi , questi due circoli si toccheranno 
esternamente. 

Sia la distanza CD ( fig. 59) dei due centri eguale alla 
somma dei raggi CA, DA; dico che i due circoli si tocche- 
ranno esternamente. _ . 

Infatti queste due circonferenze anno , eom e chiaro , 
il punto A di comune , se avessero un altro jiunto di comu- 
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drà in D, ed il punto B in E. Ma allora l’arco AB deve 
pure cadere sopra l’ arco DE , essendo pure eguali i cir- 
coli; poiché se i due archi non si confondessero in un solo, 
\i sarebbero nell’ uno o nell’ altro dei punii disegual mente 
lontani dal centro, lo che è impossibile; dunque l'arco AB 
dovrà coincidere coll’ arco DE , e quindi saranno eguali. 

2. 0 Se si suppone AB eguale a DE, dico che l’ angolo 
ACB è eguale all’ angolo DCE. Poiché se questi angoli non 
sono eguali , sia ACB il maggiore , e sia AGI eguale a 
DCE ; si avrà perciò che si è dimostrato Al eguale a DE ; 
ma per supposizione DE è eguale ad AB, dunque si avreb- 
be AB eguale ad AI ; ossia la parte eguale al tutto , lo che 
è impossibile; dunque l’angolo ACB è eguale a DCE. Quin- 
di nel medesimo circolo eie . C. B. D. 


ne , dovendo essere questo fuori della retta CD , ne avrebbero 
anche un altro situato dalla parte opposta ( Prop. X ), e 
quindi dm circonferenze diverse avrebbero tre punti di co- 
mune , il che è impossibile ; dunque le due circonferenze non 
possono avere che il solo punto A di comune , e perciò si toc- 
cano. Quindi se la distanza etc- C. B. D. 

PROPOSIZIONE XIV. 
teorema. 

Se la distanza dei centri di due circoli è eguale alla diffe- 
renza dei loro raggi , questi circoli si toccheranno in- 
ternamente. 

Sia la distanza CD (fig. 6o) dei due centri eguale 
alla differenza dei raggi AC , AD\ dico questi circoli si toc- 
cheranno internamente. 

Infatti queste dm circonferenze anno , comi è chiaro il 
punto A comune , se ne avessero un altro , dovendo essere 
questo fuori della retta CD , ne avrebbero un altro situato 
dalla parte opposta ( Prop. X ) ; e quindi due circonferenze 
diverse avrebbero tre punti di comune , il che è impossibile , 
dunque le due circonferenze non possono avere che il solo 
punto A di comune, e perciò fi toccano. Quindi se la distan- 
za eie. C. B. D. 

( Il trad. ) 
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PROPOSIZIONE XVI. 


TEOREMA. 

Nel medesimo circolo od in circoli eguali , se due ango- 
li al centro stanno tra loro come due numeri interi , gli 
archi intercetti staranno fra loro come i medesimi nume- 
ri , e si avrà che gli angoli staranno fra loro come gli 
archi. 

Nel medesimo circolo od in circoli eguali, se i due angoli 
ri *- 6,< al centro ( fig. 62 ) ACB , DCE stanno fra loro come due 
numeri interi •, dico che gli archi AB , DE staranno fra 
loro come i medesimi numeri , e si avrà la proporzione 
Angolo ACB : angolo DCE :: arco AB : arco DE. 

Suppongasi , per esempio , che gli angoli ACB , DCE 
Btiano fra loro come 7 sta a 4? ovvero, ciò che torna lo 
stesso , suppongasi che l’ angolo M , che serve di comune 
misura , sia contenuto sette volte nell’ angolo ACB , e quat- 
tro volte nell’ angolo DCE. Gli angoli parziali ACm , mCn , 
nCp , pCg , gCr , rCs , sCB , DCa? , xCy yCz , j*C£ essendo 
eguali fra loro , gli archi parziali Am , mn , np, pg, qr , 
rs , sB, Da: , ocy , yz , *E saranno pure fra loro eguali 
(Prop. prec. ) ; dunque 1 ’ arco intero AB starà all’ arco in- 
tero DE come 7 sta a 4. Ora è evidente che lo stesso ra- 
gionamento avrebbe sempre luogo , quando in vece di 7 
e 4 si avessero altri numeri qualunque ; dunque se il rap^ 
porto degli angoli ACB , DCE può essere espresso in nu- 
meri interi , gli archi AB , DE staranno fra loro come gli 
angoli ACB , DCE. Quindi nel medesimo circolo etc. C.B.D. 

Scolio. Reciprocamente se gli archi AB , DE stessero 
fra loro come due numeri interi, gli angoli ACB, DCE sta- 
rebbero fra loro come i medesimi numeri, e si avrebbe sem- 
pre ACB : DCE :: AB ; DE; perchè gli archi parziali 
Am , mn , etc. Da? , xy età essendo eguali, gli angoli par- 
ziali ACm , wCn eie. DC* , xCg etc. sosto ancora eguali* 


« .v, . V » * • '*- • . ' 
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PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA. 

Qualunque sia il rapporto di due angoli , questi due angoli 
staranno sempre fra loro come gli archi intercetti fra t 
loro lati e descritti dai loro vertici come centri con rag- 
gi eguali. 

Qualunque sia il rapporto dei due angoli (fig. 63) ACB, 
ACD; dico questi due angoli stanno fra loro come gli archi 
AB, AD intercetti fra i loro lati e descritti dai loro vertici 
C, C con raggi eguali CA , CA. 

Suppongasi 1’ angolo minore situato in modo che sia 
compreso dal maggiore; se non è vera la proposizione e- 
nunciata, l’angolo ACB starà all’angolo ACD come l’arco 
AB sta ad un arco maggiore o minore di AD. Sia questo 
arco maggiore , e rappresentisi con AO ; avremo cosi. 

Angolo ACB : angolo ACD;; arco AB : arco AO. 

Immaginisi adesso che F arco AB sia diviso in parti 
eguali, delle quali ciascuna sia minore di DO; vi sarà almeno 
un punto di divisione fra D ed 0, sia I questo punto, e ti- 
risi CI; gli archi AB, Al staranno fra loro come due nu- 
meri interi , e si avrà pel teorema precedente. 

Angolo ACB 1 angolo ACI :: arco AB : arco AI. 

Paragonando queste due proporzioni l’una coll’ altra , 
ed osservando che gli antecedenti sono i medesimi , se rt e 
conchkiderà che i conseguenti sano proporzionali , e che 
perciò. 

Angolo ACD ; angolo ACI : ; arco AO ; areo AI. 

Ma l’arco AO è maggiore del l’arco AI; bisognerebbe dun- 
que, perci ò sussistesse la proporzione, che l’angolo ACD fosse 
maggiore dell’angolo ACI ; ora al contrario esso è minore; 
dunque è impossibile che l’angolo ACB stia all’angolo ACD 
come l’arco AB sta ad un arco maggiore dì AD. 

Si dimostrerebbe con un ragionamento simile elle il 
quarto termine della proporzione non può essere minore 
di AD , dunque esso è esattamente AD , e . si à la pro- 
porzione. 

Angolo ACB : angolo ACD ; : arco AB : aito AD. 

Quindi qualunque sia il rapporto eie. C. B. D. 

Corollario. Poiché l’angolo al centro del circolo e l’ar- 
co integeetto fra i suoi lati anno un. tale legame, che quan- 
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do I’ uno aumenta o diminuisce in un rapporto qualunque, 
1’ altro aumenta o diminuisce nel rapporto medesimo , si 
può dunque stabilirò una di queste grandezze per misura 
dell’ altra : laonde si prenderà da ora innanzi l’ arco AB 
per la misura dell’ angolo ACB. Bisogna solamente osser- 
vare, nel paragonare gli angoli fra loro , che gli archi che 
servono per misura di essi , debbano essere descritti eoa 
eguali raggi; poiché questo è ciò che suppongono tutte le 
precedenti proposizioni. 

Scolio I. Sembra più naturale il misurare una quan- 
tità con un’ altra quantità della medesima specie ; e con 
questo principio converrebbe rapportare tutti gli angoli 
all’ angolo retto : così l’ angolo retto essendo 1’ unità di 
misura , un angolo acuto sarebbe espresso da un numero 
compreso tra o ed t, ed un angolo ottuso da un numero fra 
ì e 2 . Ma questa maniera di esprimere gli angoli non sa- 
rebbe la più comoda nella pratica; è stato trovato molto 
più semplice di misurarli con archi di circolo, per la fa- 
cilità di fare archi eguali ad archi dati , e per molte al- 
tre ragioni. Del rimanente se la misura degli angoli pel 
mezzo degli archi di circolo è in qualche modo indiretta , 
non è meno facile di ottenere col loro mezzo la misura di- 
retta ed assoluta : poiché se paragonasi l’arco che serve di 
misura ad un angolo colla quarta parte della circonferen- 
za, avrete il rapporto dell’angolo dato all’ angolo retto che 
è la misura assoluta. 

Scolio li. Tutto ciò che è stato dimostrato nelle tre pro- 
posizioni precedenti pel paragone degli angoli cogli ar- 
chi , à luogo egualmente pel paragone dei settori cogli 
archi ; poiché i settori sono eguali quando lo sono gli an- 
goli , ed in generale essi sono proporzionali agli ango- 
ii ; dunque due settori ACB , ACD , jiresi nel medesimo cir- 
colo od in circoli eguali , stanno fra loro come gli archi AB, 
AD, basi di questi stessi settori. 

Si vede da ciò che gli archi di un circolo che servono 
di misura agli angdli , possono parimente servire di mi- 
sura ai differenti settori di un medesimo circolo o di cir- 
coli eguali (a). 


(a) Affinchè una quantità qualunque possa essere misurala 
è d’ uopo che si riferisca ad un' altra quantità della stessa 
specie che sia presa per unità di misura ; cosi le lunghezze si 
misurano con una data lunghezza , le superficie con altra su- 
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PROPOSIZIONE XVIIL 


SS 


TEOREMA. 

l ' angolo iscritto à per misura la metà deli arco compreso 
fra i suoi lati. 

Sia l’ angolo iscritto ( fig. 64 e 65 ) BAD ; dico che 
l’ angolo BAD à per misura la metà dell’ arco BD. ' 6i " 

Suppongasi primieramente che il centrodel circolo sia 
situalo dentro 1’ angolo BAD ( jìg. 64 ) ; si condurrà il dia- r^. 6 ^ 
metro AE ed i raggi CB, CD. L’angolo BCE, esterno ri- 
spetto al triangolo ABC, è eguale alla somma dei due interni 
«d opposti CAB, ABC ( Prop. 19 Cor. 6 lib. 1 ) ; ma essendo 
il triangolo BAC isoscele , 1’ angolo CAB è eguale all’ an- 
golo ABC; dunque 1’ angolo BCE ò doppio di BAC. L’ an- 
golo BCE, come angolo al centro, à per misura l’arco BE, 
dunque l’ angolo BAC avrà per misura la metà di BE. Per 
una simile ragione 1’ angolo CAD avrà per misura la metà 
di ED; dunque l’angolo BAC più CAD, ovvero BAD, avrà 
per misura la metà di BE più ED, ossia la metà di BD. 


perfide, i solidi con altro solido ; secondo questo principio , vo- 
lendo la misura di un angolo A liC ( tav. 7 bis lìg. 1 o), biso- 
gnerà riferire gueslo ad un altro angolo , e siccome l’an- 
golo retto è un angolo di un valore determinato e facilmen- 
te assegnabile , così si paragonerà coti’ angolo retto DEF , pre- 
so per unità di misura degli angoli , allora la misura del- 

A JìC 

l'angolo ABC sarà espressa dalla frazione ; ma sic- 

JJhr 


come gli angoli stanno fra loro come gli archi còsi — — 

« * DLt 

AC , . , . AC . 1 , , 

= — , onde la stessa frazione — sara pure la msura del- 
I)r JDr 

l' angolo ABC t ma se si prenda il quarto della civconfe- 

AC 

renza DI' per misura degli archi , — ■ indicherà la misura 

Db 

dell' arco AC ; dunque quegli stessi numeri ehc esjn-imnn» 
V arco AC rappresentano ì angolo ABC ( lo Tjiad. ). 
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rigM. Suppongasi in secondo luogo che il centro C (fig. 65 ) 
sia situato fuori dell’ angolo BAD ; allora, tirando il diame- 
tro AE, l’angolo BAE avrà per misura la metà di BE, l’an- 
golo DAE la metà di DE, dunque la loro differenza BAD 
avrà per misura la metà di BE meno la metà di DE, ov- 
vero la metà di BD. 

Dunque ogni angolo iscritto etc. C. B D. 

fig.6*. Corollario 1 . Tutti gli angoli ( fig. 66 ) BAC, BDC etc. 
iscritti nel medesimo segmento di circolo sono eguali, per- 
chè anno per misura la metà dello stesso arco BOC. 

Fiff.67. Corollario II. Ogni angolo BAD (fig. 67 ) iscritto nel 
semicircolo è un angolo retto , poiché à per misura la me- 
tà della mezza circonferenza , ossia la quarta parte della 
circonferenza. 

Per dimostrare la stessa cosa in un’ altra manie- 
ra , tirisi il raggio AC ; il triangolo ABC è isoscele , on- 
de I’ angolo BAC è eguale all’angolo ABC; il triangolo CAD 
è parimente isoscele, e 1 ’ angolo CAD è eguale all’ angolo 
CDA, dunque BAC più CAD, 0 BAD, è eguale ad ABD più 
A 1 )B; ma se i due angoli B e D del triangolo ABD equi- 
valgono insieme al terzo BAD, i tre angoli del triangolo 
equivaleranno a due volte 1 ’ angolo BAD, ma essi equival- 
gono a due angoli retti ; dunque 1 ’ angolo BAD è un an- 
golo retto. 

Fig.cs. Corollario III. Ogni angolo BAC ( fig. 66) iscritto in uu 
segmento maggiore del semicircolo è un angolo acuto, poi- 
ché à per misura la metà dell’ arco BOC minore di una 
mezza circonferenza. 

Ed ogni angolo BOC iscritto in un segmento minore 
del scmicircolo è un angolo ottuso , poiché à per misura 
la metà dell’arco BAC maggiore di una mezza circonferenza. 

F's- 63 - Corollario IV. Gli angoli opposti AeC (fig. 68) di 
un quadrilatero iscritto ABCD , equivalgono insieme a due 
angoli retti ; poiché 1 ’ angolo BAD à per misura la metà 
dell’ arco BCD, l’angolo BCD à per misura la metà dell’ar- 
co BAD; dunque i due angoli BAD, BCD presi insieme àn- 
no per misura la metà della circonferenza ; dunque la loro 
somma equivale a due angoli retti. 
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PROPOSIZIONE XIX. 

TEOREMA. 

V angolo formato da una tangente e da una corda à per 
misura la metà dell 1 arco compreso fra i suoi lati. 

Sia l’angolo BAC (fig. 69) formato dalla corda AC e F; g .%. 
dalla tangente BE; dico che 1 ’ angolo BAC à per misura la 
metà dell’ arco AMDC , compreso fra i suoi lati. 

Dal punto di contatto A conducasi il diametro AD ; 

1 * angolo BAD è retto ( Prop. 9 ) ; esso à per misura la 
metà della mezza circonferenza AMD; 1 ’ angolo DAC à per 
misura la metà di DC; dunque BAD più DAC ossia BAC à 
per misura la metà di AMD più la metà di DC, ovvero la 
metà dell’ arco intero AMDC. Si dimostrerebbe similmente 
che l’angolo CAE à per misura la metà dell’arco AC com- 
preso fra i suoi Iati (a). Quindi l'angolo formato etc. C. B. D. 


(a) Dimostralo questo teorema , è chiaro che gli ango- 
li formali da una tangente e da una corda sono eguali agli 
angoli che si formerebbero negli alterni segmenti del circolo. 

Infatti l 1 angolo FDA ( lig. 89 ) à per misura la metà 
dell ' arco AKB; quale metà misura ancora l'angolo formato 
nell' alterno segmento del circolo cioè AMB ; quindi questi 
angoli sono eguali ; similmente si dimostrerebbe l' angolo ABBI 
esser eguale a qualunque angolo potrebbe formarsi nell’alterno 
segmento. (il trad. ) 
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PROBLEMI 

RELATIVI AL PRIMO E SECONDO LIBRO 


PROBLEMA I. 

Dividere una linea retta data in due parti eguali. 

tig.jo. Sia data la linea retta AB ( fig . 70), bisogna dividerla 
in due parti eguali. 

Dai punti A e B, come centri , e con raggi eguali, de- 
sctivausi due archi che si taglino in D ; il punto D sarà 
egualmente lontano dai punti A e B; segnisi nella stessa 
maniera al di sopra 0 al di sotto della linea AB un secon- 
do punto E egualmente lontano dai punti A e B ; per i due 
punti D ed E tirisi la linea DE ; dico che DE taglierà la 
linea AB in due parti eguali nel punto C. 

Poiché i punti D ed E essendo ciascuno egualmente 
distante dalle estremità A e B, debbono trovarsi ambulilo 
nella perpendicolare innalzata sul mezzo di AB. Ma per due 
punti dati non può passare se non che una sola linea ret- 
ta -, dunque la linea DE sarà quella che taglia la linea Alt 
in due parti eguali nel punto C. Quindi la retta Alt è stala 
divisa per metà in C. Ciò bisognava fare. 

PROBLEMA II. 

Da un punto dato in una retta , alzare la perpendicolare 
a questa linea. 

F; g .7i. Sia dato il punto A ( fig. 7 1 ) sopra la retta BC, è d’uopo 
alzare dal punto A una perpendicolare a questa retta. 

Prendansi i punti B, C ad egual distanza da A ; indi 
dai punti B c C, come centri, e con un raggio maggior di 
BA, descrivansi due archi che si taglino in D; tirisi AD ; 
dico esser questa la perpendicolare domandata. 

Poiché il punto D essendo egualmente lontano da B ed 
esso appartiene alla perpendicolare alzata sopra il mezzo 
di BC -, dunque AD è questa perpendicolare. Quindi dal 
dato punto A si è alzala la perpendicolare AD alla retta 
liC. C. B. F. 
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Scolio. La medesima costruzione serve a fare un an- 
golo retto BAD in un punto A dato sopra una retta data GB. 

PROBLEMA III 

Da un punto dato fuori di una linea retta , abbassare a questa 
linea la perpendicolare. 

Dal punto dato A (fig. 72 ) fuori della linea retta BD, f;*.;». 
abbassare a questa linea la perpendicolare. 

Dal punto A, come centro, e con un raggio sufficiente- 
mente grande descrivasi un arco che tagli la linea data nei 
punti B e D, segnasi in seguito un punto E egualmente di- 
stante dai punti B, D, e tirisi AE ; dico AE essere la do- 
mandata perpendicolare. 

Infatti i due punti A ed E essendo ciascuno egualmente 
distanti dai punti BeD, la linea AEè perpendicolare a BD. 

Quindi dal dato punto A si è abbassala la perpendicolare 
AE alla retta BD. C. B. F. 

PROBLEMA IV. 

Ad un punto dato in una linea , fare un angolo eguale 
ad ut» angolo dato. 

Al punto A (fig. q 3 ) della linea AB, fare un angolo Fig. 73. 
eguale all’angolo dato K. 

Dal vertice K, come centro , e con un raggio ad ar- 
bitrio descrivasi l’ arco IL terminato ai due lati dell’angolo; 
dal punto A, corno centro, e con un raggio AB eguale a 
KI descrivasi l’arco indefinito BO, prendasi poi un raggio 
eguale alla 001^3 LI; dal punto B, come centro, e col me- 
desimo raggio, descrivasi l’arco che tagli in D l’arco in- 
definito BO; tirisi AD; dico l’angolo DAB essere eguale 
all’angolo dato K. 

infatti i due archi BD, LI anno raggi eguali e corde 
eguali ; dunque ( Prop. 4 lib. II ) sono eguali, e perciò l’an- 
golo BAD è eguale all’ angolo 1 KL. Quindi al dato punto A 
rulla retta AB si è fatto l’ angolo BAD eguale all’ angolo 
dato K. C. B. F. 


Digitized by Google 



Go 


PROBLEMA V. 

Dividere un angolo od un arco in due parti eguali. 

I-° Sia l’arco AB (fig. 74 ) , dividerlo iu due partì 
eguali. 

Dai punti A e B, come centri , e con uno stesso rag- 
gio descrivansi due archi che si taglino in D ; pel punto 
D e pel centro C tirisi OD ; dico OD taglierà 1’ arco AB 
iu due palli eguali nel punto E. 

Infatti ciascuno dei punti 0 c D è egualmente distante 
dalle estremità A e B della corda AB, dunque la retta OD 
è perpendicolare sulla metà di questa corda ; dessa divide 
l’arco AB in due parli eguali nel punto E ( Prop. 6 lift. 11). 

2. 0 Sia l’angolo AOB, dividerlo per metà. 

Col centro 0, come centro, descrivasi l’arco AB; dai 
punti A e B, come centri e con uno stesso raggio descrivansi 
due archi che si taglino in D ; pel punto D e pel centro G 
tirisi CD, che divide in due parti eguali l’arco AB, per 
essere ciascuno dei punti 0 , 1 ) egualmente distante dalle 
estremità A e B ; poiché è chiaro che essendo 1’ arco AE 
eguale all’ arco EB, l’angolo AOB debb’ essere eguale al- 
1’ angolo ECB ( Prop. i5 lib. II ); e quindi la 01) divide 
1’ angolo AOB per metà. 

Si è diviso dunque in due parti eguali V angolo ACB Ì 
e V arco AB. 0. B. E. 

Scolio. Si può con' la medesima costruzione dividere 
ciascuna delle metà AE, EB in due parti eguali , in otto, 
in sedici eie. (a). 


(a) Stimiamo non superfluo notare , che se l' ango- 
lo dato fosse retto , potrebbe ancora dividersi in tre parti 
eguali. 

Infatti se *’ intenda costruito un triangolo equilatero so- 
pra un lato dell' angolo retto a partire del vertice , la por- 
zione dell’ angolo retto dato , che forma il terso angolo del 

triangolo equilatero è g di un angolo retto ( Coro!. 5 Prop. 

9 lib. I ) ; quindi la rimanente porzione dell’ angolo ret- 
to ne sarà giusto il terso ; dunque dividendo per tnetà l’ an- 
golo del Iriatuiolo equilatero , resterà trisecato l'a’ngulo retto . 

( IL TRAI). ) 


Digitized by Google 



Gt 


PROBLEMA VI. 

Per un punto dato , condurre la parallela ad una 
linea retta data- 
va dato punto A ( fig. 75 ) condurre la parallela 
olla linea retta BC. 

Dal punto A, come centro , e con un raggio abba- 
stanza grande descrivasi l’arco indefinito EO; dal punto E, 
come centro, e col medesimo raggio, descrivasi 1 arco Al-, 
prendasi ED eguale ad AF, e tirisi AD -, dico esser questa 

la parallela domandata. . 3 .. ... 

Poiché congiunta la AE, si vede che gli angoli alterni 
AEF, EAD sono eguali, essendo gli archi AF, ED eguali ; 
dunque la linea AD è parallela alla BC ( Erop ' ^4 ! b - * )• 

Quindi pel puntoA si è condotta la parallela AD alla HL. 

C. B. F. , 

PROBLEMA VII. 

Essendo dati due angoli di un triangolo , trovare il terzo. 

Siano dati due angoli A e B (fig. 76) di un trian- Fis .,e ( 
golo, trovare il terzo. 

Tirisi la linea indefinita DEF ; facciasi al punto E 1 an- 
golo DEC eguale all’angolo A, e l’angolo CEH eguale al- 
l’angolo B ; dico che il rimanente angolo HEF è l’angolo 
richiesto. 

Poiché questi tre angoli presi insieme equivalgono a 
due angoli retti ; e siccome ancora i tre angoli di un 
triangolo sono eguali a due retti ( Prop. 19 lift. /) 1 ed 
essendo i due DEC , CEH eguali ai due A , B, sarà il ri- 
manente HEF eguale al terzo del triangolo ( Ass. 7 ). Dun- 
que essendo dati due angoli di un triangolo si è trovalo il 
terzo. G. B. F. 


PROBLEMA Vili. 

Dati due lati di un triangolo e V angolo da essi compreso , 
descrivere il triangolo. 

Siano dati i Iati B, C(/ty. 77 ) di un triangolo, e Fan- r<so 
golo A die essi comprendono , descrivere il triangolo. 
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Tirisi la linea indefinita DE, facciasi al punto D l’an- 
golo EDF eguale all’ angolo A ; prendansi quindi DG egua- 
le a B, DH eguale a C, tirisi GH; dico DGH sarà il trian- 
golo cercato; poiché à i due lati GD e DH e l’angolo GDH 
eguali ai dati. Quindi dati due lati di un triangolo e l' an- 
golo da essi compreso , si è descritto il triangolo. C. B. F. 

PROBLEMA IX. 

Dati due angoli ed un lato di un triangolo , 

*■ descrivere il triangolo. 

Siano dati due angoli A e B ed un Iato AB di un 
triangolo, bisogna descrivere il triangolo. 

I due angoli dati saranno o tutti e due adiacenti al 
lato dato, od uno adiacente e l’ altro opposto. In questo ul- 
timo caso , cercato il terzo ( Prob. 7 ) si avranno così i 
duè angoli adiacenti al dato lato. 

Fig.,8. Ciò posto tirisi la retta DE ( fig. 78 ) eguale al lato 
dato , facciasi al punto D l’ angolo EDF eguale ad uno de- 
gli angoli adiacenti, ed al punto E l’angolo DEG eguale 
all’ altro; le due linee DF, EG si taglieranno in H, e sa- 
rò così descritto il triangolo DEH domandalo col dato la- 
to e cogli angoli dati. Quindi dati due angoli ed un lato 
di un triangolo si è descritto H triangolo. C. B. F. 

PROBLEMA X. 

Dati i tre lati di un triangolo , descrivere U triangolo. 

Siano dati i tre Iati ( fig. 79 ) A , B, C di un trian- 
' l ' n ' golo, fa d’uopo descrivere il triangolo. 

Tirisi DE eguale al lato A ; col punto E , come cen- 
tro , e con un raggio eguale al secondo Iato B descrivasi 
un arco; dal punto D, come centro , e con un raggio egua- 
le al terzo lato C, descrivasi un altro arco che taglierò il 
primo nel punto F; tirate DF, FE; si sarò così descritto 
il triangolo DEF domandato, avente i tre Iati DE, DF, 
FE , eguali ai tre dati A , B , C. Quindi dati i tre lati di 
un triangolo si è descritto il triangolo C. B. F. 

Scolio. Se uno de’ lati fosse maggiore della somma 
degli altri due, gli archi non s' incontrerebbero; ma la so- 
luzione sarò sempre possibile se la somma di due lati, pre- 
si come si vorrà, sia maggiore del terzo. 
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PROBLEMA XI. 

Essendo dati due lati di un triangolo ed un angolo opposto 
ad uno dei lati dati , descrivere il triangolo. 

Siano dati ( fig. 80 ) i due lati A e B di un triangolo f;* 8^ 
e l’angolo C opposto al lato B, descrivere il triangolo. 

Vi sono due casi : i.“ se 1 ’ angolo C è retto od ot- 
tuso facciasi l’ angolo EDF eguale all’ angolo C , prendasi' 

DE eguale ad A-, dal punto E, come centro, e con un rag- 
gio eguale al lato dato B descrivasi un arco che tagli in 
F la linea DF, e tirisi EF-, dico EDF essere il triangolo ri- 
chiesto. 

Infatti il lato DE è eguale al dato A, il lato EF al lato 

B , e l’ aagolo D eguale a C. 

Bisogna in questo primo caso che il lato B sia mag- 
giore di A ; poiché essendo 1 ’ angolo C retto od ottuso , 
è il maggiore degli angoli del triangolo, dunque il lato 
opposto der’ essere pure il maggiore. 

2.° Se P angolo C è -acuto ( fig. 8i ), e B sia maggio- 
re di A, à sempre luogo la medesima costruzione, e DEF 
è il triangolo domandato. 

Ma se , f angolo C ( fig. 82 ) essendo acuto, il lato Fi s .a». 
B fosse minor» di A, allora l’arco descritto dal centro E 
col raggio EF aguale a B taglierà il iato DF in due punti 
F e G situati odia medesima parte per rapporto a D ; 
dunque vi saranto due triangoli DEF , DEG che soddisfa- 
ranno egualmente al problema. Quindi dati due lati ed un 
angolo opposto ad «no dei lati si è descritto il triangolo. 

C. B. F. 

Scolio. 11 problema sarebbe impossibile in tutti i casi, 
se il lato B fosse miaore della perpendicolare abbassala da 
E sopra la retta DF. ... 


PROBLEMA XII. 

Essendo dati due lati adiacenti di un parallelogrammo e 
l'angolo da essi compreso , descrivere il parallelogrammo. 

Siano dati i due lati A , B ( fig. 83 ) adiacenti di un ri K .ns. 
parallelogrammo e l’angolo C da essi compreso, descrivere 
il parallelogrammo- 

Tirisi la buca DE eguale ad A -, facciasi al punto D 
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l’angolo FDE eguale a C, prendasi DF eguale a B ; de- 
scrivansi due archi uno dal punto F, come centro, e con 
un raggio FG eguale a DE , P altro dal punto E , come 
centro , e con un raggio EG eguale a DF , al punto G , 
ove questi due archi si tagliano , tirinsi FG , EG j dico 
DEGF essere il parallelogrammo domandato. 

Poiché per costruzióne i lati opposti sono eguali, 
dunque la figura descritta è un parallelogrammo ( Prjp. 
3 o lib. I ) , e questo parallelogrammo è formato coi iati 
dilli e l’ angolo dato. Dunque dati due lati adiacenti di 
un parallelogrammo e V angolo da essi compreso , si è de- 
scritto tale parallelogrammo. C. B. F. 

Corollario. Se l’ angolo dato è retto , la figura sarà 
un rettangolo 5 se poi i lati sono eguali sarà un qua- 
drato. 

PROBLEMA XIII. 

Trovare il centro di un cerchio 0 di un arco dato. 

Dato il cerchio terminato dalla circonferenza ABC , 
jrig.cij. ( fig. 84 ) trovarne il centro 5 così pure di ut arco. 

Prendansi a piacere nella circonferenza onell’arco tre 
punti A , B , C *, tirinsi le rette AB , BC; dividete queste 
due linee in due parti eguali per mezzo deke perpendico- 
lari DE , FG -, dico che il punto d’ incontrc 0 di queste 
perpendicolari sarà il centro domandato. 

Infatti ( Scolio Prop. 6 lib. II ) nela perpendicola- 
re DE dovrà trovarsi il centro del cerch'o , dovrà ancora 
trovarsi nella perpendicolare FG ; dunque trovecassi nel 
punto comune 0 ove s’ incontrano. Quindi dato un cer- 
chio od un arco si è trovato il centro fi. B. F. 

La medesima costruzione serve a far passare una cir- 
conferenza per tre punti dati A , B , G ; come pure a de- 
scrivere una circonferenza nella quale il. triangolo ABC sia 
iscritto. 


PROBLEMA XIV. 


Per un punto dato condurre una tangente 
ad un cerchio dato. 


*ìg.iì5. S» a dato il punto A ( fig. 85 ) sopra la circonferen- 
fì*.o 6 . ed il punto A fuori il cerchio ( fig. 86 ) ; fa d’ uopo» 
condurre in ambidue i casi la tangente al cerchio. 
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1. D Tirisi il raggio CA, c conducasi AD perpendicolare a 
CA ; dico AD essere la tangente domandata. 

Infatti ( Prop. 9 lib. II ) la perpendicolare innalzata 
all’ estremità di un raggio è tangente al cerchio; dunque 
DA è la tangente richiesta. 

2. “ Uniscasi il punto A ed il centro colla linea ret- 
ta CA ; dividasi CA in due parti eguali nel punto O; dal 
punto 0 , come centro , e col raggio OC descrivasi una 
circonferenza che taglierà la circonferenza data nel pun- 
to B *, tirisi AB ; dico AB essere la tangente domandata. 

Poiché tirando CB, l’angolo CBA iscritto nel semi- 
cerchio è un angolo retto ( Prop. 18 lib. Il k dunque AB 
è perpendicolare all’ estremità del raggio CB ; essa dun- 
que è la tangente domandata. 

Quindi dolo un punto 0 sopra la circonferenza 0 fuo- 
ri del cerchio si è condotta la tangente. C. B. F. 

Scolio. Essendo il punto A fuori del cerchio, si vede 
che vi sono sempre due tangenti eguali AB, AD che pas- 
sano pel punto A 5 esse sono eguali perchè i triangoli CBA, 

CDA anno 1 ’ ipotenusa CA comune ed il lato CB egua- 
le al lato CD; quindi esse sono eguali ( Prop. 18/16. /); 
dunque AB è eguale ad AD, c nello stesso tempo l’an- 
golo CAD ò eguale all’ angolo CAB. 

PROBLEMA XV. 

Iscrivere un cerchio in un triangolo dato. 

Dato il triangolo ABC ( fig. 87 ) , iscrivervi un ccr- Fig.87. 

chio. 

Dividansi gli angoli A e B in due parti eguali colle 
rette AO , BO che s’incontreranno in 0 ; dal punto 0 ab- 
bassinsi le perpendicolari OD , OE , OF sopra i tre lati 
del triangolo; dico che queste perpendicolari sono eguali 
fra loro , ed il cerchio descritto col centro O c con un 
raggio eguale a ciascuna delle tre perpendicolari essere il 
cerchio iscritto nel triangolo ABC. 

Infatti per costruzione 1 ’ angolo DÀO è eguale ad OAF, 
l’angolo retto ODA è eguale ad AFO; dunque il terzo an- 
golo AOD è eguale al terzo AOF; d’ altronde il lato AO è 
comune ai due triangoli AOD , AOF , e gli angoli adia- 
centi al Lato eguale sono eguali ; dunque questi due trian- 
goli sono eguali ; e perciò DO è eguale ad OF. Si dimostre- 
rà similmente che i due triangoli BOD, BOE sono eguali, 

Legendre Geom. Pian. 5 
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quindi DO eguale ad DE ; dunque le tre perpendicolari 
OD , OE , OF sono eguali fra loro. 

Ora se dal punto 0 , come centro , e col raggio OD 
si descriva una circonferenza , è chiaro che questa sarà 
iscritta nel triangolo ABC , poiché il lato AB perpendico- 
lare all’ estremità del raggio OD è una tangente, ed è 
lo stesso dei lati BC , AC. 

Quindi nel dato triangolo ABC si è iscritto il cerchio 
DEE. C. B. F. 

Scolio. Le tre linee rette che dividono in due parti 
eguali i tre angoli di un triangolo concorrono in un me- 
desimo punto. 


PROBLEMA XVI. 

Sopra una linea retta data descrivere un segmento capace di 
un angolo dato ; cioè un segmento tale , che tulli gli angoli 
in esso iscritti siano eguali ad un angolo dato. 

j i*. ss Sia data la linea retta AB ( fig. 88 e S9 ), descrivervi 

c sopra un segmento tale, che tulli gli angoli in esso iscritti 
siano eguali ad un angolo dato C. 

Prolungasi AB verso D ; facciasi al punto B l’angolo 
DBE eguale a C •, tirisi BO perpendicolare ad EB , c CO 
perpendicolare al punto medio di AB; dal punto d’ incon- 
tro 0 , come centro, e col raggio OB descrivasi il cerchio 
AMBK ; AMB dico essere il segmento richiesto. 

Poiché siccome BF è perpendicolare all’ estremità del 
raggio OB, sarà BF una tangente , e l’ angolo ABF avrà 
per misura la metà dell’arco AKB ( Prop. 19 lib. /f J- 
V angolo AMB , come angolo iscritto à per misura la metà 
dell’arco AKB; dunque l’angolo AMB è eguale all’angolo ABF, 
eguale all’angolo EBD, eguale al dato C. Quindi tutti gli angoli 
iscritti nel segmento AMB sono eguali all’angolo dato € , 
essendosi già,, dimostralo che lutti gli angoli iscritti nel 
medesimo segmento di cerchio essere eguali fra loro. Quin- 
di sopra una data lùtea retta si è descritto un segmento 
tale , che tutti gli angoli in esso iscritti sono eguali ad un 
angolo dato. C. B, F. 

Scolio. Se l’angolo dato fosse retto, il segmento do- 
mandalo sarebbe il semicerchio descritto sopra AB come 
diametro. 
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Trovare il rapporto numerico di due lince rette , qualora 
queste due linee ànno tra loro una misura comune. 


Siano date le due linee rette AB e CD ( fig. 90 ) che ùnno fìs. 9 o. 
una misura comune, bisogna trovarne il rapporto numerico. 

Adattisi la minore CD sopra la maggiore AB tante 
volte quante può esservi contenuta ; per esempio, due vol- 
le col residuo EB. 

Adattisi il residuo BE sopra la CD tante volte quante 
può esservi contenuto; una volta p. e., col residuo DF. 

Si adatti il secondo residuo DF sopra il primo BE tante 
volte quante può esservi contenuto; una volta p. e., e col 
residuo GB. 

Si adatti il terzo residuo GB sopra il secondo DF tante 
volte quante può esservi contenuto. 

Continuasi così finché si abbia un residuo che sia con- 
tenuto un numero esatto di volte nel suo precedente. 

Allora quest’ultimo residuo sarà la comune misura 
dello linee proposte , e riguardandolo come 1’ unità , si 
troveranno facilmente i valori dei residui precedenti c fi- 
nalmente quelli delle due linee proposte, donde si con- 
chiuderà il loro rapporto in numeri. 

Per esempio, se si trova che GB è contenuto due vol- 
te esattamente in FD, BG sarà la comune misura dello 
due linee proposte. Sia BG eguale ad 1 , si avrà FD egua- 
le a a , ma EB contiene una volta FD più GB ; dunque 
EB è eguale a 3; CD contiene una volta EB più FD, dun- 
que CD è eguale a 5; finalmente AB contiene due volte CD 
più EB; dunque AB é eguale a i3; quindi il rapporto 
delle due linee AB, CD è quello di t3 a 5. Se la linea 


i3 


CD fosse presa per unità, la linea AB sarebbe —, c se la 

5 


5 

linea AB fosse presa per unità, la linea CD sarebbe ^ . 

Quindi date due linee se n' è trovalo il rapporto nw- 
» nerico. C. B. F. 

Scolio. Il metodo esposto è quel medesimo che pre- 
scrive l’aritmetica per trovare il eomun divisore di duo 
numeri j quindi non à bisogno d’ altra dimostrazione. 
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Può accadere die , per quanto avanti si continui la 
operazione non si trovi mai un residuo che sia contenu- 
to un numero esatto di volte nel precedente. Allora le due 
linee non anno alcuna misura comune, e sono quelle che 
si chiamano incommensurabili ; se ne vedrà in seguito un 
esempio nel rapporto della diagonale al lato del quadrato. 
Non si può dunque allora trovare il rapporto esalto in nu- 
meri -, ma trascurando 1’ ultimo residuo , si troverà un rap- 
porto più o meno approssimativo, secondo che più o me- 
no sarà stata spinta avanti 1’ operazione. 

PROBLEMA XVIII. 

Dati due angoli trovare la loro comune misura , se l'abbiano , 
e quindi il loro rapporto in numeri. 

Fi e9«. Siano dati i due angoli A, B ( fig. 91 ), trovarne la 
comune misura, se l’anno, c quindi il rapporto di essi in 
numeri. 

Descrivansi con raggi eguali gli archi CD , EF che 
servono di misura a questi angoli , procedasi in seguito , 
per la comparazione degli archi CD , EF come nel pro- 
blema precedente ; poiché un arco può adattarsi sopra un 
arco dello stesso raggio, come una linea retta sopra una 
linea retta. Si perverrà cosi alla comune misura degli ar- 
chi CD , EF , se 1 ’ ànno , ed al loro rapporto in "nume- 
ri. Questo rapporto sarà Io stesso di quello degli angoli 
dati ( Prop. 17 lib. 11 ); e se DO è la misura comune 
degli archi, DAO sarà quella degli angoli. Quindi dati due 
angoli si è trovato eie. G. B. F. 

Scolio. Si può cosi trovare il valore assoluto di un 
angolo paragonando l’ arco che gli serve di misura a tutta 
la circonferenza ; per esempio , se l’ arco CD è alla cir- 

3 

conferenza come 3 a 25 , l’angolo A sarà i— di quattro 


angoli retti , ovvero — „ di un angolo retto. 

Potrà pure accadere che gli archi paragonali non ab- 
biano alcuna misura comune , allora non si avranno per 
gli angoli se non che rapporti in numeri più o meno ap- 
prossimativi , secondo che P operazione sarà stata spinta 
più o meno avanti. 
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LIBRO TERZO 


LE PROPORZIONI DELLE FIGURE 


DEFINIZIONI 


I. Oi diranno figure equivalenti quelle le cui superficie 
sono eguali 

Due figure possono essere equivalenti quantunque sia- 
no molto dissimili ; per esempio , un circolo può essere 
equivalente ad un quadrato, un triangolo ad un rettan- 
golo etc. come poi si vedrà. 

La denominazione di figure eguali sarà conservata a 
quelle che essendo applicate 1 ’ una sopra l’ altra coincidono 
in tutti i loro punti : tali sono due circoli i cui raggi 
siano eguali; due triangoli che inno i tre lati respettiva- 
mente eguali , etc. 

II. Due figure sono simili quando ànno gli angoli re- 
speltivamente eguali ed i lati omologhi proporzionali. Per 
lati omologhi s’ intendono quelli che ànno la medesima po- 
sizione nelle due figure o che sono adiacenti ad angoli 
eguali. Questi medesimi angoli diconsi angoli omologhi. 

Due figure eguali sono sempre simili , ma due figu- 
re simili possono essere molto diseguali. 

III . In due circoli differenti si dicono archi simili , 
settori simili , segmenti simili , quelli die corrispondono ad 
angoli al centro eguali. 

Còsi essendo F angolo A ( fig. 93 ) eguale all’ angolo 
0, l’arco BC è simile all’arco 1)E, il settore ABC al set- 
tore ODE , etc. 

IV. L’ altezza di un parallelogrammo è la perpendi- 
colare EF ( fig. 93 ) che misura la distanza di due lati .$3. 
opposti AB , CD , presi per basi. 

V. L’altezza di un triangolo è la perpendicolare AD 
( fio- 94 ) abbassala dal vertice di un angolo A sopra il 
lato opposto BC, preso per base. 
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VI. L’ altezza del trapezio è la perpendicolare EF ( fig. 
9 5. 95 ) tirata fra i suoi due lati paralleli AB , CD. 

VII. L ’ area 0 la superficie di una figura sono termi- 
ni quasi sinonimi. L’area indica più particolarmente la 
quantità superficiale della figura in quanto che essa è mi- 
surala o paragonata ad altre superficie. 

A’, lì. Per I’ intelligenza di questo libro e dei seguenti, bi- 
sogna aver presente la teorica delie proporzioni , per la quale ri- 
mandiamo ai trattati ordinari di aritmetica e di algebra. Faremo 
solamente una osservazione che è importantissima per stabilire il 
vero senso delle proposizioni , e dissipare ogni oscurità sì nello 
enunciato che nelle dimostrazioni. 

Se si abbia la proporzione A ; B “ C • D, si sa che il 
prodotto degli estremi A X D è eguale a B X C prodotto dei 
medi. 

Questa verità è incontrastabile quanto ai numeri ; essa lo è 
pure per le grandezze di qualunque sorta , purché si esprimano o 
s’immaginino espresse in numeri ; ciò che si può sempre suppor- 
re ; per esempio , se A , B , C , D sono linee, si può immaginare 
che una di queste quattro linee, ovvero una quinta , se si voglia, 
serva a tutte di comune misura , e sia presa per unità ; allora A, 
B , C , D rappresentano ciascuna un certo numero di unità inte- 
ro o fratto , commensurabile od incommensurabile , e la propor- 
zione tra le linee A, B, C, D diventa una proporzione di nu- 
meri. 

Il prodotto delle linee A e D che si chiama ancora il loro rettan- 
golo , non è dunque altro che il numero delle unità lineari con- 
tenute in A , moltiplicato per lo numero delle unità lineari con- 
tenute in D ; e si concepisce facilmente che questo prodotto può 
e dev’ essere eguale a quello che resulta similmente dalle linee 
B e C. 

Le grandezze A e B possono essere di una specie , per esem- 
pio, linee , e le grandezze C e D di un’altra specie, per esem- 
pio , superficie ; allora bisogna riguardare sempre queste grandez- 
ze come numeri ; A e B si esprimeranno in unità lineari, C e 
D in unità superficiali , ed il prodotto A X D sarà un numero 
come il prodotto B X C. 

Generalmente in tutte le operazioni che si faranno sopra le 
proporzioni , bisogna sempre riguardare i termini di queste pro- 
porzioni come altrettanti numeri , ciascuno della specie che gli 
conviene , e non sarà difficile a concepire queste operazioni e le 
conseguenze che ne derivano. 

Dobbiamo però avvertire che parecchie nostre dimostrazioni 
sono fondate sopra alcune regole semplicissime dell’ algebra , le 
quali sussistono esse stesse sopra gli assiomi cogniti : cosi se si 
à A — B -(- C , e si moltiplichi ogni membro per una stessa 
quantità M , se ne conchiude A )( M — B X M -J- C )( M; 
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parimente scsiàA — eD=r E — Ce si aggiunga, 

no le quantità eguali , cancellando -J- C c — C che si distrug- 
gono , se ne conchiuderà A -J- D — B -j- E , c così degli altri 
casi. Tutto ciò è assai evidente per se stesso , ma in caso di dif- 
ficoltà sarà licne di consultare i libri di algebra, c frammischiate 
così lo studio delle due scienze. 

PROPOSIZIONE PRIMA. 
teorema. 

I parallelogrammi che amo basi eguali 
ed altezze eguali sono equivalenti. 

Siano i duo parallelogrammi ARCO , AREE ( fig. 96 ) F; g . 9 s» 
che anno le basi eguali e la stessa altezza 5 dico che que- 
sti parallelogrammi saranno equivalenti. 

Infatti essendosi supposto avere la stessa altezza, le basi 
superiori DO, FE saranno situate sopra una medesima liuea 
retta parallela ad AB. Ora , per la natura dei parallelo- 
grammi , si ù AD eguale a BC, ed AK (gitale a BE ; [ter 
la medesima ragione si à DC eguale ad AB, ed EFad AB; 
dunque DO è eguale ad EF; onde , togliendo DC ed FÉ 
dalla medesima linea DE, i residui CE , DF saranno egua- 
li. Da ciò segue che i triangoli DAF, CBE sono equilateri 
fra loro , e per conseguenza eguali ( Prop. 1 1 lib. I ). Ma 
se dal quadrilatero ABED si toglie il triangolo ADF, resta 
il parallelogrammo ABEF ; e se dal medesimo quadrilatero 
ABED si toglie il triangolo CBE , resta il parallelogrammo 
ABCD ; e siccome dallo stesso quadrilatero le patti trian- 
golari tolte sono eguali , le parti rimanenti rappresentate, 
dai due parallelogrammi ABCD , ABEF clic anno la me- 
desima base , cd eguale; altezza sono equivalenti ( Ass. 7 ). 

Quindi » parallelogrammi etc. C. B. D. 

Corollario. Dunque ogni parallelogrammo ABCD ( fig. Flgi9; , 
97 ) è equivalente al rettangolo ABEF che à la medesima base 
e la stessa altezza. 

' ' ‘ • 1 
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PROPOSIZIONE H. 

TEOREMA. 

Se uh triangolo td un parallelogrammo armo la medesima 
base e la stessa altezza , il triangolo è metà del paralle- 
logrammo. 

r;*.>a. Il parallelogrammo ABCD (fig. 98 ) ed il triangolo ABC 
abbiano la medesima base e la stessa altezza-, dico il trian- 
golo essere metà del parallelogrammo. 

Infatti nel parallelogrammo ABCD la diagonale AC di- 
vide il parallelogrammo in due triangoli eguali ABC, ACI> 
( Prop. 28 lib. I ) ; quindi tutto il parallelogrammo è dop- 
pio del triangolo ABC. Dunque se un parallelogrammo etc. 
C. B. D. 

Corollario I. Dunque un triangolo ABC è la metà del 
rettangolo RCEF che à la medesima base BC e la stessa 
altezza AO; perchè il rettangolo BCEF è equivalente al 
parallelogrammo ABCD. 

Corollario il. Tutti i triangoli che ànno basi eguali 
ed altezze eguali sono equivalenti. 

PROPOSIZIONE IIL 

t 

, TEOREMA. 

Due rettangoli che amo la medesima altezza , starmo 
fra laro come le basi. 

Siano ABCD, AEFD ( fig. 99) dne rettangoli che àimo 
la medesima altezza AD; dico che stanno fra loro come 
, le basi AB, AE. 

Suppongasi primieramente che le basi AB , AE siano 
commensurabili tra loro , e che stiano, per esempio, come 
i nnmeri 7 e 4 ; se dividesi AB in 7 parti eguali , AE 
conterrà 4 di queste parti ; innalzisi da ogni punto di di- 
visione una perpendicolare all» base , si formeranno così 
7 rettangoli parziali che saranno fra loro eguali , perchè 
avranno eguali basi e la stessa altezza. Il rettangolo ABCD 
conterrà 7 rettangoli parziali, mentre AEFD ne conterrà 
4 ; dunque il rettangolo ABCD sta al rettangolo AEFD co- 
me 7 a 4 , ovvero come AB sta ad AE. li medesimo ne- 
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gionamcnto può essere applicato ad ogni altro rapporto di- 
verso da quello di 7 a 4 *, dunque qualunque sia questo 
rapporto , purché commensurabile , si avrà 

ABCD : AEFD :: AB : AE. 

Suppongasi in secondo luogo che le basi (fig- 100 )««•■<»* 
AB, AE siano incommensurabili fra loro ; dico che ciò nou 
ostante si avrà , 

ABCD : AEFD :: AB : AE. 

Poiché se questa proporzione non è vera, restandogli 
stessi i tre primi termini , il quarto sarà maggiore o mi- 
nore di AE. Suppongasi che sia maggiore , e che si abbia 

ABCD : AEFD :: AB : AO. 

Dividasi la linea AB in parti eguali , minori di EO , 
vi sarà un punto di divisione I situato tra E ed 0 ; da 
questo punto alzate sopra Al la perpendicolare 1 K ; le basi 
AB, Al saranno commensurabili fra loro-, c così si avrà, 
secondo ciò che si è dimostrato , 

abcd : aikd :: ab : ai. 

Ma si à per ipotesi 

ABCD : AEFD AB : AO. 

In queste due proporzioni gli antecedenti sono eguali ; 
dunque i conseguenti sono proporzionali , e ne risulta 

aikd : aefd :: ai : ao. 

Ora AO è maggiore di AI; dunque affinchè sussistesse 
la proporzione , bisognerebbe che il rettangolo AEFD fosse 
maggiore di AIKD ; ora al contrario esso è minore ; dun- 
que la proporzione è impossibile ; dunque ABCD non può 
stare ad AEFD come AB sta ad una linea maggiore di AE. 

Con un ragionamento affatto simile si proverebbe che 
il quarto termine della proporzione non può essere minoro 
di AE ; dunque esso è esattamente eguale ad AE. 

Dunque , qualunque sia il rapporto delle basi , duo 
rettangoli che anno la medesima altezza ABCD, AEFD stan- 
no fra loro come le basi AB, AE. 

Quindi due rettangoli eie. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE IV. 


TEOREMA. 

Due rettangoli qualunque stanno fra loro come i prodotti 
delle basi moltiplicate per le altezze. 

Siano i due rettangoli ABCD, AEGF ( fig. ioi ); dico 
che questi stanno fra loro come i prodotti delle basi mol- 
tiplicale per le altezze , in modo che si à 

abcd : aegf :: abxad : aexaf. 

, Dispongansi i due rettangoli in maniera che gli an- 
goli in A siano opposti al vertice ; prolunghisi i lati GE, 
Gl) lino all’ incontro 11 ; i due rettangoli ABCD , AEHD 
anno la stessa altezza AD , essi stanno dunque fra loro 
come le basi AB , AE •, similmente i due rettangoli AEHD, 
AEGF anno la stessa altezza AE, essi stanno quindi fra 
loro eome le basi AD, AF ; e si avranno perciò le due 
proporzioni 

ABCD : AEHD ;; AB : AE , 

AEIiD : AEGF :: AD : AF. 

Moltiplicando per ordine queste due proporzioni , ctl 
osservando che il termine AE11I) può essere omesso, come 
moltiplicatore comune all’ antecedente , ed al conseguente , 
si avrà 

ABCD ; AEGF ABXAD : AEXAF. 

Quindi due rettangoli eie. C. B. D. 

Scolio. Dunque si può prendere per misura di un ret- 
tangolo il prodotto della base per l’ altezza , purché s in- 
tenda per questo prodotto quello di due numeri che sono 
il numero delle unità lineari contenute nella base cd il 
numero delle unità lineari contenute nell’ altezza. 

Questa misura d’ altronde non è assoluta, ma soltanto 
relativa ; dessa suppone che si valuti similmente un altro 
rettangolo misurando i suoi lati colla stessa unità lineare; 
si ottiene cosi un secondo prodotto, ed il rapporto dei due 
prodotti è eguale a quello dei rettangoli , conformemente 
alla proposizione or dimostrata. , 

Per esempio , se la base del rettangolo A e di tre 
unità , c la sua altezza di dieci , il rettangolo sarà rap- 


Digitized by Google 



75 

presentato dal numero 3 moltiplicato per io , ossia 3 o, 
numero che da sé solo non significa niente -, ma se si à 
un secondo rettangolo B , la cui base sia di dodici unità, 
e l’altezza di sette, questo secondo rettangolo sarà rap- 
presentato dal numero 7 moltiplicato per 12, cioè 84; dal 
che si conchiuderà che i due rettangoli A e B stanno fra 
loro come 3 o sta ad 84 ; dunque se si convenisse di pren- 
dere il rettangolo A per unità di misura nelle superficie , 


Q/ 

il rettangolo B avrebbe allora per misura assoluta ^,cioè 


Q/ 

sarebbe eguale ad di unità superficiali. 

Egli è più comune e più semplice di prendere il qua- 
drato per 1’ unità di superficie , e si sceglie il quadralo il 
cui lato sia l’ unità di lunghezza; allora la misura che ab- 
biamo riguardata semplicemente come relativa , diventa as- 
soluta ; così , per esempio , il numero 3 o , col quale ab- 
biamo misurato il retUtngolo A , rappresenta 3 o unità su- 
perficiali , ovvero 3 o di quei quadrati, il cui lato è eguale 
all’ unità. La figura 102 rende ciò sensibile. F; g ..oi, 

Si confonde assai spesso in geometria il prodotto di 
due linee col rettangolo di esse , e questa espressione è 
anche passata nell’ aritmetica per denotare il prodotto di 
due numeri diseguali , come s’ impiega quella del quadrato 
per esprimere il prodotto di un numero moltiplicato per sè 
medesimo. 

I quadrali dei numeri 1 , 2 , 3 , etc. sono 1 , 4 1 9 » 
etc. Così si vede che il quadrato fatto sopra una linea 
doppia è quadruplo ( fig. i<> 3 ); sopra una linea tripla èr<g «»s. 
nove volte più grande , e così di seguito. 

PROPOSIZIONE V. 


TEOREMA. 

. • ... » 

L’ area di un parallelogrammo qualunque è eguale 61 prodotto 
della sua base per la sua altezza. 

Sia il parallelogrammo ABCD ( fig. 97 ) ; dico che la f; s . w . 
sua area è eguale al prodotto della base AB i>cr la sua 
altezza BE. ' 

Poiché il parallelogrammo ABCD è equivalente al ret- 
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tangolo ABEF die à la medesima base AB e la medesima 
altezza BE ( Prop. i ) ; ora quest’ultimo à per misura AB 
moltiplicata per BE ( Prop. 4 ) -, dunque AB moltiplicata 
per BE è eguale all’area del parallelogrammo ABCD. Dun- 
que l’ area di un parallelogrammo etc. C. B. D. 

Corollario. I parallelogrammi che anno la medesima 
base stanno fra loro come le altezze; ed i parallelogrammi 
che anno la medesima altezza stanno fra lore come le ba- 
si ; poiché A, B, C essendo tre grandezze qualunque , si 
à generalmente AXC ; BXC II A : B. 

PROPOSIZIONE VI. 

TEOREMA. 

L'area di un triangolo è eguale al prodotto della sua base 
per la metà dell’ altezza. 

Fig.i<> 4 . Sia il triangolo ABC ( fig. io4)ì dico che l’area di 
esso triangolo è eguale al prodotto della sua base BC per 
1 la metà dell’altezza AD. 

Poiché il triangolo ABC è la metà del parallelogram- 
1 mo ABCE die à la medesima base BG c la stessa altezza 
AD ( Prop. 2 ) ; ora la superficie del parallelogrammo è 
eguale a BG moltiplicata per AD ( Prop. 5 ); dunque quella 
del triangolo è eguale alla metà di BG moltiplicata per AD, 
ovvero a BC moltiplicata per la metà di AD. Quindi l’area 
di un triangolo etc. C. B. D. 

Corollario. Due triangoli che anno la medesima altez- 
za stanno fra loro come le basi , e due triangoli che anno 
la medesima base stanno fra loro come le altezze. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

JL’ area di un trapezio è eguale alla sua altezza moltiplicata 
per la semisomma delle basi parallele. 

xVioj. Sia il trapezio ABGD (fig. io5 ); dico che la sua 
area è eguale all’ altezza EF moltiplicala per la semisom- 
ma delle basi parallele AB, CD. 

Pel punto medio 1 del lato GB tirisi la KL parallela 
al lato opposto AD , e prolunghisi DG lincile incontri KL. 
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Nei triangoli IBL, ICK si à il lato IB eguale al lato 
IO, per costruzione, l’angolo L 1 B eguale all’angolo CIK, 
e l’angolo IBL eguale all’angolo ICK, poiché CK, BL sono 
parallele ( Prop . r >4 lib. I) ; quindi questi triangoli sono 
eguali (Prop. 7 lib. /); dunque il trapezio ABCD ò equi- 
valente al parallelogrammo ADKL che à per misura Al. 
moltiplicata per EF. Ma si à AL eguale a DK; e poiché il 
triangolo IBL è eguale al triangolo KCI, così il lato BLè 
eguale al lato CK ; dunque AB più CD è eguale ad AL più 
DK ovvero a due volte AL, e perciò AL è la semisomma 
delle basi AB, CD; dunque l’area del trapezio ABCD è eguale 
all’altezza EF moltiplicata per la scmisomma delle basi AB, 

CD*, il che si esprime così , ABCD = EF X 

Quindi l' area di un trapezio etc. C. B. D. 

Scolio. Se pel punto I, medio di BC, si meni III pa- 
rallela alla Irase AB, sarà pure il punto H medio di AD -, 
infatti la figura AlllL è un parallelogrammo , al pari di 
DIIIK , poiché i lati opposti son paralleli; si à dunque All 
eguale ad IL, c DH eguale ad IK ; ora IL è eguale ad IK, 
perchè i triangoli B 1 L, CIK sono eguali dunque All è egua- 
le a DH. i 

Si può osservare che la linea IH è eguale ad AL ovvero 
alla metà della somma di AB , e CD; dunque l’area del 
trapezio può esprimersi così EFXHI ; essa dunque è eguale 
all’ altezza del trapezio moltiplicala per la linea che unisce 
i punti medi dei lati non paralleli. 

PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

Se una linea retta è divisa in due parti , il quadrato di 
tutta la linea conterrà i quadrati delle parti , più il rettan- 
golo contenuto due volle dalle stesse parti. 

Sia la linea AC divisa in due parti AB , BC ( /ij. *"«•>•*• 
106); dico che il quadrato di tutta la linea AC conterrà 
i quadrati di AB e di BC più il rettangolo che si contie- 
ne due volte dalle AB c BC ; il clic si esprime così AC 

o (AB + BC)* = ATl+BcV 2 AB X BC. 

Costruiscasi il quadrato ACDE , prendasi AF eguale ad 
AB, tirisi FG parallela ad AC, c BII parallela ad A E. 


\ AB CD J 
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Il quadrato ACDE è diviso in quattro parti ; la pri- 
ma ABIF è il quadrato fiuto sopra AB, poiché si è preso 
AF eguale ad AB; la seconda IGDH é il quadralo fallo 
sopra BC , poiché, siccome si à AC eguale ad AE, ed AB 
ad AF , la differenza AC meno AB è eguale alla differenza 
AE meno AF , lo che dà BC eguale ad EF ; ma , per le 
parallele, IG è eguale a BC , e DG eguale ad EF, dunque 
HIGl) è eguale al quadrato fatto sopra BC. Queste due [iarti 
essendo tolte dal quadrato totale , restano i due rettangoli 
BCGI, EFIII, che ànno ciascuno per misura AB moltipli- 
cata per BC. Dunque il quadrato fatto sulla intera linea 
contiene i quadrali fatti sulle parti, più il doppio rettan- 
golo delle stesse parti. Quindi se una linea etc. C. B. D. 

Scolio. Questa proposizione si accorda con quella che 
dimostrasi nell’ algebra per la formazione del quadrato di 
un binomio, e che 'è così espressa, (a-f-ò)’ z=a*-\- 
o.ab + b % . (a) 

PROPOSIZIONE IX. 

TEOREMA. 

Se una linea retta é la differenza di due linee rette , il qua- 
drato di questa differenza conterrà i quadrati delle due 
linee rette , meno due volte il rettangolo contenuto dalia 
stesse linee. 

r'g.io,. Sia la linea AC (fig. 107) la differenza delle due li- 
nce AB , BC ; dico il quadrato di AC conterrà i quadrati 
di AB e di BC , meno due volte il rettangolo contenuto 

— a > —* 
dalle AB, BC;cioè si avrà AC ovvero (AB — BC) = AB 

+ BC* — 2 AB X BC. 

Costruiscasi il quadrato ABIF; prendasi AE eguale ad 
AC, tirisi CG parallela a BI , ed HK ad AB, e completa- 
si il quadrato EFLK ; 

È chiaro clic il quadrato EFLK è eguale al quadrato 
GDHI , o al quadrato di BC. 

I due rettangoli CBIG , GLKD ànno ciascuno per mi- 
sura AB moltiplicata per BC ; se si tolgano entrambi dalla 
figura intera ABILKEA, che à per valore il quadrato di 
AB più il quadrato di BC; è chiaro che resterà il qua- 


(a) Corollario. È chiaro che congiunto il diametro AD , 
t parallelogrammi che sono d’ intorno al diametro di un 
quadralo , sono ancor essi quadrati . ( li. Trad ). 
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drato ACIDE -, dunque il quadrato di AC , cioè ACDE , è 
eguale al quadrato di AB , cioè ABlF , più il quadralo di 
BC , cioè EFLK , meno i due rettangoli contenuti da AB 
e BC , cioè CBIG , GLKD. Quindi se una linea ole. G. B. D. 

Scolio. Questa proposizione si accorda colla forinola 
algebrica (a — 6 )* = a 5 -f- b* — aai. 

PROPOSIZIONE X. 

TEOREMA. 

Il rettangolo fallo sulla somma e la differenza di due linee rette , 
è eguale alla differenza dei quadrati di queste linee. 

Sia AB più BC la somma delle dne linee, (fig. ioS),f;, 
AB meno BC la loro differenza ; dico che il rettangolo con- 
tenuto da questa somma e questa differenza è eguale alla 
differenza dei quadrati delle lince AB , BC 5 c si avrà 

( AB + BC ) X ( AB — BC ) = a"b* _ BC*. 

Costruiscansi sopra AB ed AC i quadrati ABIF ed ACRE; 
prolunghisi AB di una quantità BK eguale a BC; e termi- 
nasi il rettangolo AKLE. 

La base AK del rettangolo AKLE è la somma delle 
due linee AB, BC-, la sua altezza AE è la differenza delle 
medesime linee-, dunque AKLE è eguale alla somma di AB 
e BC moltiplicata per la differenza delle stesse lince , cioè 
per AB meno BC. Ma questo medesimo rettangolo è com- 
posto dalle due parti ABHE più BULK ; e la parte BIILK 
è eguale al rettangolo EDGF , poiché RII è eguale DE, e 
BK ad EF; dunque AKLE è eguale ABHE più EDGF. Or 
queste due parti formano il quadrato ABIF meno il qua- 
drato DIUG , quale quadrato è quello di BC -, dunque il 
rettangolo contenuto dalla somma delle due linee e dalla 
loro differenza è eguale alla differenza dei quadrati delle 
stesse linee AB, BC. Quindi il rettangolo fatto etc. C. B. D. 

Scolio. Questa proposizione corrisponde alla foratola 
dell’ algebra (o -J- b ) X (« — b)= a 1 — 6*. 


. 1 Oo. 
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PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

In ogni triangolo rettangolo , il quadrato dell' ipotcnusa 
è eguale alla somma dei quadrali dei cateti. 

F * •«"»■ Sia il triangolo rettangolo ABC ( fig. 109); dico che 

il quadrato di BC è eguale alla somma dei quadrali di AB 
ed AC. 

Costruiscansi i quadrati sopra tutti e tre i Iati, ab- 
bassisi dall’angolo retto sopra l’ ipotenusa la perpendicolare 
AD che prolunghisi sino ad E ; tirinsi AF , CU. 

L’angolo ABF è composto dall’angolo ABC più l’an- 
golo retto CBF ; l’angolo CBH è composto dallo stesso an- 
golo ABC e dall’angolo retto ABH ; dunque l’angolo ABF 
è eguale all’ angolo CBH. Ma AB è eguale a BII come lati 
dello stesso quadrato, c BF è eguale a BC per la stessa 
ragione ; dunque i triangoli ABF , HBC , anno un angolo 
eguale compreso fra lati eguali ; dunque (Prop. 6. lib. 1 ) 
sono eguali. 

Il triangolo ABF è metà del rettangolo BDEF (0 per 
brevità BE ) che à la stessa base BF , e la stessa altezza 
DB ( Prop. a ). Il triangolo HBC è similmente la metà del 
quadrato All, poiché l’angolo BAC essendo retto, come 
pure BAL, AC ed AL non formano che una medesima li- 
nea parallela ad 1 IB, dunque il triangolo HBC ed il qua- 
drato AH anno la base comune BII e la stessa altezza AB; 
perciò il triangolo è metà del quadrato. 

Ora di già si é dimostrato che il triangolo ABF de- 
gnale al triangolo HBC -, dunque il rettangolo BDEF, dop- 
pio del triangolo ABF , è equivalente al quadrato AH dop- 
pio del triangolo HBC. Si dimostrerà parimente che il ret- 
tangolo CDEG è equivalente al quadrato AI ; ma i due 
rettangoli BDEF , CDEG, presi insieme, formano il quadrato 
BCGF*, dunque il quadralo BCGF fatto sull’ ipotenusa è c- 
guale alla somma dei quadrati ABHL, ACIK fatti sopra i 

a % % 

cateti -, od in altri termini BC = AB -J- AG . 

Dunque in ogni triangolo etc. C. B. D. 

Corollario I. Dunque il quadrato di un cateto è eguale 
al quadrato dell’ipotcnusa meno il quadrato dell’ altro ca- 

, a t % 

teto-, il che si esprime così, AB =BC —AC. 
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Corollario II. Sìa ABCD (fig. 118) un quadrato, ACfìs.«<>. 
la sua diagonale ; il triangolo ABG essendo rettangolo ed 

% • t % 

isoscele, si avrà AG — AB -f- BG — 2 AB ; dunque ti 
quadrato fatto sulla diagonale AC è doppio del quadrato 
fatto sul lato AB. 

Si può render sensibile questa proprietà conducendo 
per i punti A e C le parallele a BD , e per i punti B e D 
le parallele ad AG; si costruirà cosi un nuovo quadrato EFGH 
che sarà il quadralo di AG. Or si vede che EFGH contie- 
ne otto triangoli eguali ad AEB, e che ABGD ne contiene 
quattro; dunque il quadrato EFGH è doppio di ABGD. 

a , a 

Poiché AG : AB 2 ; 1, si à, estraendone la ra- 
dice quadrata , AG : AB ; ; y 2 : 1 ; dunque la diagonale 
di un quadrato è incommensurabile col suo lato. 

Questo è ciò che si svilupperà maggiormente in seguito. 

Corollario III. Si è dimostralo che il quadralo AH 
(fo- 109) è equivalente al rettangolo BDEF ; ora per*'».»* 
Foltezza comune BF, il quadrato BCGF sta al rettan- 
golo BDEF come la base BG sta alla base BD; dunque 

. 1 » 

bg : ab :: bg : bd. 

Dunque il quadralo dell’ ipotenusa sta al quadralo di 
un cateto , come V ipotenusa sta al segmento adiacente a que- 
sto cateto. Si chiama qui segmento la parte dell’ ipoteuusa 
determinala dalla perpendicolare abbassala dal vertice del- 
1 ’ angolo retto ; così BD è il segmento adiacente al lato 
AB , e DG il segmento adiacente al lato AG. Si avrebbe 
similmente 

bg* : Àg* :: bc : cd. 

Corollario IV. 1 rettangoli BDEF e DOGE , avendo 
pure la medesima altezza , stanno fra loro come le respet- 
tive basi BD , DC. Or questi rettangoli sono equivalenti 

% a 

ai quadrali AB , AG ; dunque, 

ab* : ag* :: bd : dc. 

Dunque i quadrali dei cateti stanno fra latro come i 
segmenti dell' ipotenusa adiacenti a questi cateti . 

Legendre Geom. Pian. 6 
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. , PROPOSIZIONE XII. 

TEOREMA. 

In ogni triangolo , il quadrato del lato che si oppone ad 
uw angolo acuto è eguale alla somma dei quadrali dei 
lati che comprendono l’ angolo acuto , meno due volte il 
rettangolo contenuto da uno dei lati dell’angolo acuto , 
cioè da quello sul quale cade dall'angolo opposto la per- 
pendicolare y e dalla linea retta presa tra questa perpendi- 
colare e l’angolo acuto. 

„ Sia il triangolo ABC (fig. no) che abbia l’angolo a- 
cuto C , e dal punto A si abbassi sopra BC la perpendico- 
lare AD ; dico il quadralo di BA essere tónto minore dei 
quadrati di AC , CB , quanto è il rettangolo contenuto due 
volte dalle BC , CD -, ciò che si esprime cosi , 

AB' = Àc’ -f BC — a [BC X CD]. 

Vi sono due casi. l.° Se la perpendicolare cade dentro 
del triangolo ABC , si avrà BD eguale a BC meno CD , e 
per conseguenza ( Prop. 9) il quadrato di BD è eguale 
ai quadrati di BC , CD meno due volte il rettangolo 
contenuto dalle BC , CD. Aggiungasi di comune il quadrato 
di AD si avranno i quadrati di BD, DA, eguali ai qua- 
drati di BC , CD , DA meno due volte il rettangolo con- 
tenuto dalle BC , CD ; ma i quadrali di BD, DA sono eguali 
al quadrato di AB per essere retto l’ angolo D (Prop. 11); 
ed i quadrati di CD , DA sono eguali al quadrato di AC 
per simil ragione; dunque il quadralo di AB è eguale ai 
quadrali di BC, CA meno due volte il rettangolo conte- 
nuto dalle BC, CD. 

II. 0 Se la perpendicolare AD cade fuori del triangolo 
ABC , si avrà BD eguale a CD meno BC ; e per conse- 
guenza (Prop. 9) il quadrato di BD è eguale ai quadrati 
di CD, CB, meuo due volte il rettangolo contenuto dalle 
CD, BC ; aggiungendo di comune il quadrato di AD, si avran- 
no i quadrati di BD , AD eguali ai quadrali di CD, BC, AD 
meno due volte il rettangolo contenuto dalle CD , BC; ma 
ai quadrati di BD , AD è eguale il quadrato di AB ; ed 
ai quadrati di CD , AD è eguale il quadrato di AC , per 
essere retto l'angolo D ( Prop. u ) ; dunque il qnadralo di 
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AB è eguale ai quadrali di BC , AC , meno due volte il 
rettangolo contenuto dalle BC , CD. 

Dunque in ogni triangolo etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XIII. 

TEOREMA. 

In ogni triangolo ottusangolo , il quadrato del lato che si 
oppone all'angolo ottuso è tanto maggiore dei quadra- 
ti dei lati che comprendono l' angolo ottuso , quanto 
è il rettangolo contenuto due volte da uno dei lati che 
sono intorno all’ angolo ottuso , cioè da quello sul quale 
prolungato cade la perpendicolare dall’angolo opposto , e 
dalla linea retta presa tra questa perpendicolare e l’ an- 
golo ottuso. 

Sia il triangolo ABC (/fy.m)che abbia l’angolo oGfì*.«.. 
tuso C, e del punto A tirisi sopra la BC prolungata la per- 
pendicolare AD; dico che il quadrato di AB sarà mag- 
giore dei quadrali di AC, CB per quanto è il rettangolo 
contenuto due volte dalle BC , CD ; il che si esprime, 

AB° =s ÀC* +BC +a[BCXCD]. 

La perpendicolare non può cader dentro del triangolo, 
poiché se cadesse , per esempio , in E , il triangolo ACE 
avrebbe ad un tempo stesso l’angolo retto E e l’angolo ot- 
tuso C, il che è impossibile (Prop. 19 lib. J); essa dun- 
que cade al di fuori , e si à BD eguale a BC più CD ; e 
per conseguenza ( Prop. 8 ) il quadrato di BD è eguale ai 
quadrati di BC , CD più due volte il rettangolo di BC, CD. 
Aggiungendo ad ambe le parti il quadrato di AD si avran- 
no i quadrali di Bl> , AD eguali ai quadrali di BC , CD , 

AD piìi due volte il rettangolo contenuto dallo BC , CD ; 
ma per essere retto l’ augolo 1 ) ( Prop. 1 1 ) , ì quadrati di 
BD, AD sono eguali al quadrato di AB, ed i quadrati di 
CD , Al) sono eguali al quadrato di AC per simile ragio- 
ne ; dunque il quadrato di AB è eguale ai quadrati di AC, 

BC più due volte il rettangolo contenuto dalle BC , CD. 

Quindi tn ogni triangolo etc. C. B. D. 

Scolio. Il triangolo rettangolo è il solo nel quale la 
somma dei quadrati di due lati sia eguale al quadrato del 
terzo ; poiché se l’ angolo compreso da questi lati è acuto 
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la somma dei loro quadrati sarà maggiore del quadrato del 
lato opposto ; se è ottuso sarà minore. 

PROPOSIZIONE XIV. 

TEOREMA. 

In un triangolo qualunque se si tiri dal vertice al punto 
medio della base una linea retta , sarà la somma dei qua- 
drati degli altri due lati , eguale alla somma di due volte 
il quadrato della retta congiunta , più due volle il qua- 
drato della metà della base. 

Sia il triangolo ABC (fig. 112), ed in esso si tiri dal 
vertice A al punto medio E della base BC la linea AE ; 
dico che sarà la somma dei quadrati di AB , AC eguale 
alla somma di due volle il quadrato di AE più due volte 
il quadralo di BE ; ciò che si esprime così , 

AB* + ÀC = 2 ÀE + 2 RE . 

Abbassisi la perpendicolare AD sulla base BC; il tri- 
angolo AEC rispetto all’angolo acuto E ( Prop. 12 ) darà 
il quadrato di AC eguale alla somma dei quadrali di AE 
e di EC meno due volte il rettangolo contenuto dalle EC, 
ED ; ed il triangolo ARE , rispetto all’ angolo ottuso E 
( Prop. i 3 ) , darà il quadrato di AB eguale alla somma 
dei quadrali di AE, EB più due volle il rettangolo contenuto 
dalle EB, ED. Dunque addizionando, si avrà la somma dei 
quadrali di AB , AC eguale alla somma dei quadrati di AE, 
EC meno due volte il rettangolo contenuto dalle EC, EI> 
più la somma dei quadrati di AE , EB più due volte il 
rettangolo contenuto dalle EB , ED ; ed osservando che EB 
è eguale ad EC ; si avrà la somma dei quadrati di AB , 
AC eguale alla somma di due volte il quadrato di AE più 
due volte il quadrato di EB. 

Quindi in un triangolo qualunque se si tiri etc. C. B. D. 

Corollario. Dunque in ogni parallelogrammo la somma 
dei quadrati dei lati è eguale alla somma dei quadrali delle 
diagonali. 

Fif.ns. Poiché le diagonali (fig. 1 13 ) AC, BD si tagliano 
scambievolmente in due parti cgualinel punto E {Prop. 3 1 
lib. /); così il triangolo ABC dà la somma dei quadrati 
di AB , BC eguale a due volte il quadrato di AE più due 
volle il quadrato di BE ; similmente il triangolo ABC dà 
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la somma dei quadrati di AD , DC eguale a due volte il 
quadrato di AE più due volte il quadrato di DE; addizio- 
nando membro con membro , ed osservando che BE è e- 
guale ad ED si avrà la somma dei quadrati di AB , AD , 

DC , BC eguale a quattro volle il quadralo di AE , più 
quattro volte il quadralo di DE. Ma quattro volte il qua- 
drato di AE è il quadrato del doppio di AE ( Scolio Prop.fa 
o sia AC ; e quattro volte il quadrato di DE è il quadrato 
di BD; dunque la somma dei quadrati dei lati di un pa- 
rallelogrammo è eguale alla somma dei quadrali delle dia- 
gonali. 

PROPOSIZIONE XV. 
teorema. 

Se in un triangolo si tiri una linea retta parallela ad un 
lato , essa dividerà i rimanenti lati del triangolo propor- 
zionalmente. 

Se nel triangolo ABC ( fig. 1 1 4 ) si tiri la linea DE F! * "^ 
parallela al lato BC ; dico che si à 

ad : db :: ae ì ec. 

Congiungansi le BE, DC; i due triangoli BDE, DEC 
anno la stessa base DE , anno pure la medesima altezza , 
poiché i vertici B e C sono situali sopra una parallela alla 
base, dunque questi triangoli sono equivalenti ( Cord. 2 
Prop. a). 

I triangoli ADE , BDE che anno comune il vertice E, 
anno la medesima altezza , e stanno perciò fra loro come 
le basi AD , BD ( Corel. Prop. 6 ) ; onde si à 

ade : bde :: ad : db. 

1 triangoli ADE, DEC, che ànno comune il vertice 
D , ànno pure la medesima altezza, e stanno fra loro come 
le basi AE, EC; dunque si à 

ade : dec :: .ae 

Ma il triangolo BDE è eguale al triangolo DEC; dunque 
pel rapporto comune in queste due proporzioni , se ne 
conchiuderà 
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ad : db :: ae : ec. 

Quindi se in un triangolo etc. C. B. D. 

Corollario 1. Di qui resulta componendo 

AD -f DB : AD :: AE + EC : AEj 

oppure 

ab : ad :: ac : ae; 

e così ancora 

ab : bd :: ac : ce. 

Tif.ns. Corollario II. Se tra due rette AB, CD (fig. n 5) si 
conducano quante parallele si vogliono AC , EF, GII , BD , 
etc. queste rette saranno tagliale pi oporzionalmente , e si 
avrà AE ; CF " EG FII GB : HD. etc. 

Sia 0 il punto d’ incontro delle rette AB , CD ; nel 
triangolo EOF , ove la linea AC è i>arallcla alla base EF 
si avrà 

oe : ae :: of : cf , 

ovvero 

oe : of :: ae : cf. 

Nel triangolo OGH si avrà similmente 

oe : eg :: of : fh, 

ovvero , . . 

OE : OF :: EG : FH ; 

dunque a cagione del rapporto comune OE : OF, queste due 
proporzioni danno 

ae : cf :: eg : fh. 

Si dimostrerà similmente 

eg : fh :: gb : hd, 

e così in seguito ; dunque le rette AB , CD sono tagliate 
proporzionalmente dalle parallele EF , GH , etc. 

T. <.i ■ j>, ■. ' 

' Vi* 


Digitized by Google 



87 


PROPOSIZIONE XYI. 
teorema. 

Reciprocamente se due lati di un triangolo sono divisi pro- 
porzionalmente da una retta , questa sarà parallela al 
terzo lato. 

Siano i lati AB, AC (fig. 116) del triangolo AB€ di-ri*.. i«. 
Tisi proporzionalmente ; cioè che si abbia 

ad : db :: ae: ec-, 

dico DE essere parallela al terzo lato BC. 

Poiché , se DE non è parallela a BC , suppongasi 
che sia DO ; allora , secondo il teorema precedente , si 
avrà 

ad : db :: ao : oc. 

Ma per ipotesi si à 

ad : db :: ae : ec* 

dunque si avrebbe 

ao : oc :: ae : EC; 

proporzione impossibile, poiché da una parte l’antecedente AE 
è maggiore di AO, e dall’ altra il conseguente EC è minore 
di OC; dunque la parallela a BC menata dal punto D non 
può differire da DE ; dunque DE è questa parallela. Quin- 
di reciprocamente se due lati etc. C. B. D. 

Scolio. La medesima conchiusione avrebbe luogo , se 
si supponesse la proporzione 

ab : ad :: ac : ae; 

poiché questa proporzione darebbe 

AB — AD : AD ” AC — AE I AE ; 
ovvero BD ; AD “ CE : AE. 


-V ; . / 

• I.'.l V . *' : 'l- . ■ * ! 
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Tìj.117 
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PROPOSIZIONE XVII. 

TEOREMA. 

La linea reità che divide in due parti eguali un angolo di 
un triangolo , dividerà la base in due segmenti propor- 
zionali ai lati adiacenti. 

Sia la linea retta AD (fig. 1 17 ) che divide in due par- 
ti eguali l’angolo BAC del triangolo ABC; dico che dividerà la 
base BC in due segmenti BD, DC proporzionali ai Iati adia- 
centi AB, AC; di maniera che si avrà 

bd : dc :: ab : ac. 

Pel punto C conducasi CE parallela ad AD fino all’ in- 
contro di BA prolungato. Nel triangolo BCE la linea AD è 
parallela alla base CE, onde sia la proporzione (Prop. i 5 ) 

bd : dc :: ab : ae. 

Ma il triangolo ACE è isoscele; poiché, per le paral- 
lele AD, CE, l’angolo ACE è eguale all’angolo DAC ( Prop. 

lib. /) , e 1 ' angolo AEG è eguale all’ angolo BAD; ora 
per ipotesi , DAC è eguale a BAD ; dunque AEC è eguale 
ad ACE, e per conseguenza AE eguale ad AC ( Prop. i 3 
lib. 1 ); sostituendo dunque AG invece di AE nella propor- 
zione precedente si avrà 

bd : dc :: ab : ac. 

Quindi la linea retta che divide etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XVIII. 

TEOREMA. 

Due triangoli equiangoli ànno i lati omologhi proporzionali 
e sono simili. 

Siano ABC, CDE (fig. 119) due triangoli che ànno 
gli angoli respellivamente eguali , cioè BAC eguale a CDE, 
ABC a DCE, ed ACB a DEC ; dico che i lati omologhi od 
adiacenti agli angoli eguali saranno proporzionali , di ma- 
niera che si avrà 

bc : ce :: ab : cd :: ac : de. 

Dispongaci i lati omologhi BC, CE nella medesima 
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direzione , e prolungami i lati BA, ED finché s’incontri- 
no in F. 

Poiché BCE è una linea retta, e che l’angolo BEA è 
eguale a CED , ne segue che AC è parallela a DE ( Prop. 
al lib. I ).Similmente poiché l’angolo ABC è eguale a DCE, la 
linea AB è parallela a DC •, dunque la figura ACDF è un 
parallelogrammo. 

Nel triangolo BFE la linea AC è parallela alla base 
FE , onde si à ( Prop. 1 5 ) 

bc : ce :: ba : af. 

Invece di AF mettendo la sua eguale CD si avrà 

bc : ce :: ba : cd. 

Nel triangolo medesimo BFE , se si riguardi BF come 
la base , CD é una parallela a questa base, e si à la pro- 
porzione 

bc : ce :: fd : de. 

Invece di FD mettendo la sua eguale AC, si avrà 

bc : ce :: ac : de. 

Finalmente da queste due proporzioni che contengono 
il medesimo rapporto BC : CE si può conchiudere ancora 

ac : de :: ba : cd. 

Dunque i triangoli equiangoli BAC , CDE ànno i lati 
omologhi proporzionali ; ma secondo la definizione II., due 
figure sono simili quando anno ad un tempo stesso gli an- 
goli respettivamente eguali ed i lati omologhi proporziona- 
li ; dunque i triangoli equiangoli BAC, CDE sono due figu- 
re simili. 

Quindi due triangoli equiangoli etc. C. B. D. 

Corollario. Affinchè due triangoli siano simili basta che 
abbiano due angoli respettivamente eguali , perchè allora 
il terzo sarà eguale in ambiduc i triangoli , e saranno e- 
quiangoli. 

Scolio. Si osserva, che nei triangoli simili i lati omo- 
loghi sono opposti ad angoli eguali ; così essendo l’angolo 
ACB eguale a DEC , il lato AB è omologo a DC ; simil- 
mente AC e DE sono omologhi, perchè sono opposti agli 
angoli eguali ABC , DCE ; essendo riconosciuti i lati omo- 
loghi , si formano facilmente le proporzioni 

ab : dc :: ac : de :: bc : ce. 
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TEOREMA. 

Due triangoli che anno i lati omologhi proporzionali , 
sono equiangoli e simili. 

siano i triangoli ABC, DEF ( fìg. 120), e si abbia 

bc : ef :: ab : de :: ac : df 5 

dico che l’angolo A è eguale all’ angolo D, 1 ’ angolo B ad 
E, c C ad F. 

Facciasi al punto E l’angolo FEG eguale a B, ed al 
punto F l’ angolo EFG eguale a C , il terzo G sarà eguale 
al terzo A , ed i due triangoli ABC, EFG saranno equian- 
goli 5 dunque si avrà pel teorema precedente 

bc : ef :: ab : eg-, 

ma per ipotesi, 

bc : ef :: ab : de ; 

dunque EG è eguale a DE. Si avrà ancora pel teorema me- 
desimo 

bc : ef :: ac : FG; 

ora per ipotesi si à 

BC : EF :: AC : DF ; 

dunque FG è eguale a DF ; quindi i triangoli EGF , 
DEF anno i tre lati respetti vamenle eguali ; dunque essi 
sono eguali ( Prop. 1 1 lib. I ). Ma per costruzione, il trian- 
golo EGF è equiangolo al triangolo ABC ; dunque anche 
i triangoli ABC , DEF sono equiangoli e simili. 

Quindi due triangoli etc. C. B. D. 

Scolio I. Si vede da queste due ultime proposizioni , 
che nei triangoli la eguaglianza degli angoli è una conse- 
guenza della proporzionalità dei lavi , e reciprocamente, in 
modo che una di queste condizioni basta per assicurare la 
similitudine dei triangoli. Non è lo stesso nelle figure di 
più di tre lati ; poiché trattandosi dei soli quadrilateri, si 
può , senza cangiar gli angoli , alterare la proporzione dei 
lati , o senza alterare i lati cangiar gli angoli -, cosi la 
proporzionalità dej Iati non può essere una conseguenza 
dell’ eguaglianza degli angoli , nè viceversa • Si vede , per 
^•«■esempio , che conducendo EF parallela a BC ( fìg. 121 ) 
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gli angoli del quadrilatero AEFD sono eguali a quelli del 
quadrilatero ABCD ; ma la proporzione dei lati è differen- 
te ; del pari , senza cangiar di lunghezza i quattro lati 
AB, BC, CD, AD, si può avvicinare o allontanare il punto 
B dal punto D, ciò che altererà gli angoli. 

Scolio II. Le due proposizioni [(recedenti che propria- 
mente non fanno che una sola, unite a quella del quadrato 
dell’ ipotenusa , sono le proposizioni più importanti e 
più feconde della geometria ; bastano quasi esse sole a 
tutte le applicazioni ed alla risoluzione di tutti i proble- 
mi ; la ragione è che tutte le figure possono dividersi in 
triangoli , ed un triangolo qualunque in due triangoli ret- 
tangoli. Perciò le proprietà generali dei triangoli racchiu- 
dono, implicitamente quelle di tutte le figure. 

PROPOSIZIONE XX. 

teobema. 

Due triangoli die anno un angolo eguale compreso fra lati 
proporzionali , sono simili. 

Sia l’angolo A eguale all’angolo D (fig. 122), c sia****»». 
AB : DE ” AC : DF ; dico che il triangolo ABC è si- 
mile a DEF. 

Prendasi AG eguale a DE , e conducasi GH parallela 
a BC , l’ angolo AGIÌ sarà cgyale all’ angolo ABC ( Prop. 
ai lib. I ) ; ed il triangolo AGII sarà etjhiangolo al trian- 
golo ABC ; si avrà dunque 

ab : ag :: ac : ah ; 

ma per ipotesi 

ab : de :: ac : df-, 

e per costruzione AG è eguale a DE, dunque AI 1 è eguale 
a DF. I due triangoli AGH , DEF ànno uu angolo eguale 
compreso fra Iati eguali ; dunque essi sono eguali. Or il 
triangolo AGII è simile ad ABC 5 dunque DEF è pure si- 
mile ad ABC. 

Quindi due triangoli eie. C. B. D. 


Digiti 


PROPOSIZIONE XXI. 


TEOREMA. 

Due triangoli che anno i lati omologhi paralleli , o che gli 

anno respetlivamenle perpendicolari , sono simili. 

us. _ i.° Siano i triangoli ABC, DEF ( fig. 123 ) che anno i 
Iati omologhi paralleli ; dico che saranno essi triangoli 
simili. 

Poiché essendo il lato AB parallelo al lato DE, il lato 
BC ad EF , l’angolo ABC sarà eguale a DEF {Drop. 27 
Uh. I ) ; di più AC essendo parallelo a DF , l’ angolo ACB 
sarà eguale a DEE , ed anche BAC ad EDF; dunque i tri- 
angoli ABC , DEF sono equiangoli ; dunque essi sono an- 
che simili. 

2“ Sia il lato DE (fig. 124 ) perpendicolare ad AB, 
cd il lato DF ad AC; nel quadrilatero AIDII i due angoli 
I ed H saranno retti ; i quattro angeli equivalgono insieme 
a quattro angoli retti ( Drop. 20 lib. I ) ; dunque i due 
rimanenti IAII , 1 D 1 I equivalgono a due angoli retti. Ma i 
due angoli EDF , IDII equivalgono pure a due angoli retti; 
dunque l’ angolo EDF è eguale all’ angolo lAH o BAC ; 
parimente se il ter/o lato EF è perpendicolare al terzo 
lato BC , si dimostrerà che 1 ’ angolo DFE è eguale a C, e 
DEF a B ; dunque i due triangoli ABC , DEF che anno i 
lati respellivam<Éie perpendicolari , sono equiangoli e 
simili. 

Scolio. Nel caso dei lati paralleli i Iati omologhi sono 
i lati paralleli ; ed in quello dei lati perpendicolari sono 
i lati perpendicolari. Cosi in quest’ ultimo caso DE è omo- 
logo ad AB , DF ad AC, ed EF a BC. 

11 caso dei Iati perpendicolari potrebbe offrire una si- 
tuazione relativa dei due triangoli, differente da quella che 
è supposta nella figura 124 ; ma l'eguaglianza degli angoli 
respe itivi si dimostrerebbe sempre , 0 col mezzo dei qua- 
drilateri , corno A 1 DH del quale due angoli sono retti, o col 
paragone di due triangoli , che con angoli opposti al ver-' 
lice avrebbero ciascuno un angolo retto; d’altronde si po- 
trebbe sempre supporre che si fosse costrutto dentro del 
triangolo ABC un triangolo DEF, i cui lati fossero paral- 
leli a quelli del triangolo paragonato ad ABC, ed allora la 
dimostrazione rientrerebbe nel caso della figura 124. 
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PROPOSIZIONE XXII. 


TEOREMA. 

Lt rette tirate comunque dal vertice di un triangolo din- 
dono proporzionalmente la base e qualunque parallela a 
questa che è racchiusa entro il triangolo e terminata da- 
gli altri due lati. 

Siano le rette AF , AG , All ( fìg. ia5 ) tirate co-Fìg.us. 
munque dal vertice A del triangolo ABC 5 dico che esse 
dividono proporzionalmente la base BC e la sua parallela 
DE ; talmente che si à 

di : bf :: ik : fg :: kl : gh, etc. 

Infatti siccome DI è parallela a BF , il triangolo ADI 
e equiangolo ad ABF , e si à la proporzione 

di : bf :: ai : af -, 

similmente essendo IK parallela ad FG , si à 

ai : af ik : fg; 

dunque a cagione del rapporto comune AI : AF , si avrà 

di : bf :: ik : fg. 

Si troverà similmente IK : FG :: KL : GH etc. 

Dunque la linea DE è divisa ne’ punti 1 , K , L come 
la base BC nei punti F , G , H. Quindi le rette tirate co- 
munque etc. C. B. D. 

Corollario. Dunque , se BC fosse divisa in parti egua- 
li nei punti F , G , H , la parallela DE sarebbe divisa an- 
che in parti eguali nei punti I , K , L. 


Digitized by Google 



PROPOSIZIONE XXIII. 


TEOREMA. 

In ogni triangolo rettangolo se dall' angolo retto si ab- 
bassi la perpendicolare sopra l' ipotenusa ; i due trian- 
goli parziali saranno simili fra loro , ed al trian- 
golo totale ; ciascun cateto sarà medio proporzionale tra 
la base ed il segmento adiacente ; e la perpendicolare è 
media proporzionale .tra i due segmenti della base. 

.116. Se dall’ angolo retto A ( fig. 126 ) si abbassi la per- 
pendicolare AD sopra BC ; dico i.° che i due triango- 
li parziali ABD , ADG saranno simili fra loro ed al 
triangolo totale ABC ; 2® ogni cateto AB , AC sarà me- 
dio proporzionale tra la ipotenusa BC ed il segmento ad- 
iacente BD 0 DC ; 3 .® ed infine la perpendicolare AD 
sarà media proporzionale tra i due segmenti BD , DC. 

1. ® Infatti il triangolo BAD ed il triangolo BAC an- 
no l’angolo comune B ; di più l’angolo rettoBDAè egua- 
le all’ angolo retto BAC ; dunque il terzo angolo BAD del- 
l’uno è eguale al terzo angolo C dell’altro; dunque que- 
sti due triangoli sono equiangoli , e perciò simili. Si di- 
mostrerà parimente che il triangolo DAC è simile al trian- 
golo BAC; dunque i tre triangoli sono equiangoli e si- 
mili fra loro. 

2. ® Poiché il triangolo BAD è simile al triangolo BAC, 
i loro lati omologhi sono proporzionali. Ora il lato BD del 
triangolo BAD è omologo al lato BA del triangolo BAC , 
perchè sono opposti ad angoli eguali BAD , BCA ; l’ ipo- 
tenusa BA è omologa all’ ipotenusa BC ; dunque si può 
stabilire la proporzione 

bd : ba :: ba : bc. 

Si avrebbe nella stessa maniera 

dc : ac :: ac : bc. 

Dunque 2° ciascuno dei cateti è medio proporzionale 
tra l’ ipotenusa ed il segmento adiacente a questo cateto. 

3 . ® Finalmente la similitudine dei triangoli ABD, ADC 
dà, paragonando i lati omologhi, BD ; AD ” AD : DC ; 
dunque 3 .® la perpendicolare AD è media proporzionale 
tra i segmenti BD , DC dell’ ipotenusa. 
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Quindi in ogni triangolo rettangolo eie. C. B. D. 

Scolio, li» proporzione BD : AB :: AB : BC dà , 
eguagliando il piodotto degli estremi a quello dei medi , 
il quadralo di AB eguale a BD moltiplicata per BG-, si à 
similmente il quadrato di AG eguale a DC moltiplicata per 
BG ; dunque la somma dei quadrati di AB ed AC è egua- 
le a BD moltiplicata per BC più DC moltiplicata pure per 
BG ; il secondo membro e la stessa cosa che BD più DC, 
ovvero BC, moltiplicata per BC, cioè il quadralo di BC ; 
dunque si à il quadrato di BC eguale alla somma dei quadrali di 
AB, AC-, dunque il quadralo fatto sull’ ipotenusa è eguale alla 
somma dei quadrati fatti sopra i cateti. Ritornasi così alla 
proposizione del quadralo dell’ ipotenusa per una via dif- 
ferentissima da quella che crasi tenuta , donde s» vede che 
a parlar propriamente, la proposizione del quadrato della 
Ipotenusa è una conseguenza della proporzionalità dei lati 
nei triangoli equiangoli. Così le proposizioni fondamentali 
della geometria si riducono , per cosi dire , a questa so- 
la , cioè che i triangoli equiangoli anno i loro lati omo- 
loghi proporzionali. 

Ac-cade spesso , come ora se n’ è veduto un esempio, 
che tirando conseguenze da una o più proposizioni , si ri- 
cade sopra proposizioni già dimostrate. Generalmente, ciò 
che caratterizza particolarmente i teoremi di geometria , 
e ciò che è una pruova invincibile della loro esattezza si 
è che combinandoli insieme in una maniera qualunque , 
purché sia giusto il ragionamento , si ricade sempre sopra 
resultati esatti. Non sarebbe lo stesso se qualche propo- 
sizione fosse falsa , o non fosse vera che presso a poco ; ac- 
cederebbe spesso che , per mezzo della combinazione del- 
le proposizioni fra loro , l’ errore si accrescerebbe e di- 
venterebbe sensibile. Se ne vedono esempi in tutte le di- 
mostrazioni dove ci serviamo della riduzione all'assurdo. 

Tali dimostrazioni in cui 1’ oggetto è di pi-ovare che due 
quantità souo eguali , consistono in far vedere che , se si 
ammettesse fra esse la minima diseguaglianza , ne risul- 
terebbe per mezzo di una serie di ragionamenti un’ assur- 
dità manifesta e palpabile? dal che è d’uopo conchiudere 
che quelle due quantità sono eguali. 

Corollario. Se da un punto A ( fig. 1 x 7 ) della cir- F! *”7- 
conferenza si conducano le due corde AB, AG alle estre- 
mità del diametro BG , il triangolo BAG sarà rettangolo 
( Prop. iS Cbrol. Il HI/. U ) ; dunque; 
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1 . ° La perpendicolare AD è media proporzionale fra 
i due segmenti BD , DC del diametro , ovvero il che tor- 
na lo stesso il quadrato di AD è eguale al rettangolo BD mol- 
tiplicalo per DC. 

2. " La corda AB è media proporzionale fra il dia- 
metro BC ed il segmento adiacente BD ; o , ciò che torna 
lo stesso il quadrato di AB è eguale a BD moltiplicato per 
BC. Si à parimente il quadralo di AC eguale a CD molti- 

i a 

plicato per BC -, dunque AB : AC :: BD : DC ; e se si 

3 — * * * 

paragona AB a BC ,siavràAB : BC :: BD : BC -, si avrebbe 

i a 

pure AC : BC :: DC : BC. Questo rapporto dei quadrati 
dei lati fra loro , non che col quadrato deli’ ipotenusa, son già 
stati dati nei corollari 111 .® e 1 V.° della proposizione XI. 

PROPOSIZIONE XXIV. 

TEOREMA. 

Due triangoli che Anno un angolo eguale , stanno fra loro 
come i rettangoli dei lati , che comprendono f angolo 
eguale. 


n8. Siano i triangoli ABC, ADE ( fig. 128 ) che ànno 
eguale l’ angolo A ; dico che il triangolo ABC sta al trian- 
golo ADE come il rettangolo AB moltiplicato per AC sta 
al rettangolo. AD moltiplicalo per AE. 

Tirisi BE 5 i due triangoli ABE , ADE che ànno il 
vertice comune E , ànno la medesima altezza , e stanno 
fra loro come le basi AB, AD ( Cordi. Prop. 6 ); dunque 

abe : ade :: ab : ad. 

Si à similmente 

abc : abe :: ac : ae. 

Moltiplicando queste due proporzioni per ordine , ed 
omettendo il termine comune ABE , si avrà 

abc : ade :: ab x ac : ad x ae. 

Quindi due triangoli che ànno etc. C. B. D. 

Corollario. Dunque i due triangoli sarebbero equiva- 


Digitized by Google 



lenti se il rettangolo di AB moltiplicato per AC fosse eguale 
al rettangolo di Al) moltiplicalo per AE , o se si avesse 

ab : ad :: ae : ac, 

dò avrebbe luogo se la lìnea DC fosse parallela a BE. 
PROPOSIZIONE XXV. 

TEOREMA. 

Due triangoli simili slamo fra loro come i quadrali dei 
lati omologhi. 

Siano i triangoli sìmili ABC, DEF ( fig. taa ) , dicof!*-'*». 
che stanno fra loro come i quadrati dei lati omologhi. 

Sia 1* angolo A eguale a D, e l’ angolo B eguale ad E ; 
primieramente per l’eguaglianza degli angoli A, D, si avrà, 
per la proposizione precedente , 

abc : def :: ab x ac : de x df. 

D’altronde si à, per la similitudine dei triangoli, 

ab : de :: ac : df. 

E se sì moltiplica questa proporzione termine a ter* 
mine per la proporzione identica 

ac : df :: ac : df, 

nc resulterà 

AB X AG : DE X DF il AC* : DF*. 

E quindi paragonando quest’ ultima proporzione con 
la prima si avrà 

abc : def :: ac* : df*. 

Quindi due triangoli simili eie. C. B. D. 


Legehdre Geom. Piatii ? 
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PROPOSIZIONE XXVI. 
teorema. 

Due poligoni simili sono composti di un medesimo numero 
di triangoli simili respeltivamenle e similmente disposti. 

Fi g .M 9 . Siano i due poligoni simili ABCDE , FGHIK (^3.129)5 
dico chequesti poligoni sono composti di un medesimo nume- 
ro di triangoli simili respeltivamenle e similmente disposti. 

Nel poligono ABCDE conducansi dal vertice di uno 
stesso angolo A le diagonali AC , AD agli altri angoli ; 
nell’ altro poligono FGHIK conducansi similmente dall’ an- 
golo F omologo ad A le diagonali FH , FI. 

Poiché i poligoni son simili , l’angolo ABC è eguale 
al suo omologo FGH ( Dcf. 2 ), e di più i lati AB, BG 
sono proporzionali ai lati FG , Gli ; talmente die si à 

ab : fg :: bc : gii. 

Ne segue da ciò che i triangoli ABC , FGH anno un 
angolo eguale compreso tra lati proporzionali ; dunque so- 
no simili ( Drop. 20 ) 5 quindi 1 ’ angolo BCA è eguale a 
GHF. Questi angoli eguali essendo tolti dagli angoli eguali 
BCD , GH 1 , i resti ACD , FH 1 saranno eguali 5 ma poiché 
i triangoli ABC , FGH sono simili , si à 

ag : fh :: bc : gh ; 

d’altronde per la similitudine dei poligoui ( Def. 2 ) 

bc : gh :: cd : hi ; 

dunque 

ac : fh :: cd : hì; 

ma si è già veduto che 1 ’ angolo ACD è eguale all’ ango- 
lo FH 1 •, dunque i triangoli ACD , FHI anno un angolo 
eguale compreso tra lati proporzionali ; dunque essi sono 
simili. 

Si può continuare similmente a dimostrare la simi- 
glianza dei triangoli seguenti , qualunque fosse il numero 
dei lati dei poligoni proposti ; dunque due poligoni simili 
sono composti di un medesimo numero di triangoli simili e 
similmente disposti. C. B. D. 

Scolio. La proposizione inversa è egualmente vera : 
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se due poligoni sono composti dello stesso mmero di trian- 
goli simili e similmente disposti , questi due poligoni sa- 
ranno simili. 

Poiché la simiglianza dei triangoli respellivi darà l’an- 
golo ABC eguale a FGI1 , BCA eguale a GHF , ACD eguale 
a FH1 ; dunque BCD è eguale a GH1 $ cosi pure CDE e- 
guale ad H1K eie. Di più si avrà 

ab : fg :: bc : gh :: ac : fu :: cd : hi eie.-, 

dunque i due poligoni ànno gli angoli eguali ed i lati 
proporzionali ; e perciò essi son simili. 

PROPOSIZIONE XXVII. 

TEOREMA. 

I contorni o perimetri dei poligoni simiii stonno come i la- 
ti omologhi , e le loro superficie come * quadrati di que- 
sti medesimi lati. 

Siano i poligoni simili ABCDE, FGII1K ( fig. .129 
dico che i contorni 0 perimetri di essi stanno come i lati 
omologhi , e le loro superficie come i quadrali di questi 
medesimi lati. 

i.“ Infatti avendosi, per la natura delle figure simili, 

ab : fg :: bc : gh :: cd : hi eie., 

si può conchiudere da questa serie di rapporti eguali , che 
la somma degli antecedenti AB più BC più CD etc. peri- 
metro della prima figura sta alla somma dei conseguenti 
FG più GII più HI etc. perimetro della seconda figura , 
come un antecedente sta al sqp conseguente , ovvero come 
il lato AB sta al suo omologo FG. 

i.° Poiché i triangoli ABC , FGH sono simili , si à 
( Prop. 25 ) 

abc : fgh :: ac’ : fh’; 

similmente i triangoli simili ACD , FHl danno ' 

acd : fui :: ac* : fh% 

, .» , . » 

dunque a motivo del rapporto comune AC : FH , si à 

abc : fgh :: acd : fui. 
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Con un ragionamento simile si troverebbe, 

acd : fhi :: ade : fik; 

e così di seguito, se vi fosse un maggior numero di trian- 
goli. Da questa serie di rapporti eguali si conchiuderà ; 
la somma degli antecedenti ABC più ACD più ADE , od il 
poligono ABCDE,sta alla Somma dei conseguenti FGH più 
FUI più F1K , od al poligono FGHIK, come un antecedente 

i— * * 

ABC sta al conseguente FGH, ocome AB sta a FG ; dun- 
que le superficie dei poligoni simili stanno fra loro come 
i quadrati dei lati omologhi. Quindi i contorni o perimetri 
etc. C B. D. 

Corollario. Se si costruiscono tre figure simili i cui 
lati omologhi siano eguali ai tre lati di un triangolo ret- 
tangolo , la figura fatta sul lato maggiore sarà eguale alla 
somma delle altre due ; poiché queste tre figure sono pro- 
porzionali ai quadrati de’ loro lati omologhi •, ora il qua- ' 
drato dell’ ipotenusa è eguale alla somma dei quadrali dei 
cateti , dunque etc. 

PROPOSIZIONE XXVIII. 

TEOREMA. 

Le parti di due corde che si tagliano in un circolo , som 
reciprocamente proporzionali. 

‘ 3 ». Siano le due corde AB , CD , ( fig. i 3 o ) che si ta- , 
gliano dentro il cerchio ABD •, dico che le loro parti so- 
no reciprocamente proporzionali ; cioè si à 

ao : do*:: co : ob. 

Congiungansi AC , BD ; nei triangoli ACO , BOD gli 
angoli in 0 sono eguali, come opposti al vertice; l’ango- 
lo A è eguale all’ angolo D , perchè sono iscritti nello stes- 
so segmento ( Prop. 18 Cord. I lib. Il ) ; per la mede- 
sima ragione l’angolo C è eguale all’angolo B; dunque 
questi triangoli sono simili , ed i lati omologhi danno la 
proporzione 

ao : do :: co : ob. 

Quindi le parti di due corde etc. C. B. D. 

Corollario. Si ricava da ciò AO moltiplicata per Olì 
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eguale a DO moltiplicata per CO ; dunque il rettangolo 
delle due parli dell’ una corda è eguale al rettangolo del- 
le due parti dell’ altra. 

PROPOSIZIONE XXIX. 

TEOREMA. 

Se da un punto preso fuori di un cerchio si menino delle 
secanti , le secanti intere saranno reciprocatnente propor- 
zionali alle parti esterne. 

Se da uno stesso punto 0 ( fig. i3i ), preso fuori del ri*. iSk 
cerchio , si conducano le secanti OB , OC terminate al- 
l’ arco concavo BC ; dico che le secanti intere OB , OC sa- 
ranno reciprocamente proporzionali alle parti esterne OD , 

OA, cioè si avrà 

ob : oc :: od : oa. 

Infatti, congiungendo AC, BD, i triangoli OAC,OBD 
ànno l’angolo 0 connine ; di più l’angolo B eguale al- 
l’angolo C ( Prop. 18 Card. 1 lib. Il ) ; dunque questi 
due triangoli sono simili , ed i lati omologhi danno la 
proporzione 

ob : oc :: od : oa. 

Quindi se da uno stesso punto etc. €. B. D. 

Corollario. Dunque il rettangolo di OB mollificata 
if per-OA è eguale al rettangolo di OC moltiplicata per OD. 

Scolio. Si -può osservare che questa proposizione à 
molta analogia colla precedente , e che ne differisce sol- 
tanto perchè le due corde AB, CD, invece di tagliarsi 
dentro del cerchio, si tagliano al di fuori. La proposizio- 
ni; seguente può ancora essere riguardata come un casa 
particolare di quest’ ultima 
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PROPOSIZIONE XXX. 

TEOREMA. 

Se da un punto preso fuori di un cireolo si tirino una tan- 
gente ed una secante , la tangente sarà media proporzio- 
nale fra tutta la secante e la parte esterna. 

Se dallo stesso punto 0 ( fig. i3z ) preso fuori del 
cerchio tirinsi la tangente OA e la secante OC ; dico che 
la tangente OA è inedia proporzionale fra OC ed OD ; 
ciò che torna lo stesso , 

OA*=OC X OD. 

Infatti congiungendo AD ed AC , i triangoli OAD , OAC 
ànno l’angolo 0 comune, di più l’angolo OAD, formato 
da una tangente e da una corda ( Prop. 19 lib. Il % à per 
misura la metà dell’arco AD, e l’angolo C à la medesi- 
ma misura; dunque l’angolo OAD è eguale a C; quindi 
i due triangoli sono simili, c si à la proporzione, 

oc : oa :: oa : od 

che dà 

• OA* = OC X OD. 

Quindi se da uno punto etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXXI. 

TEOREMA. 

In un triangolo, se si divide un angolo in due parti eguali con tara 
retta terminata alla base , il rettangolo dei lati che comprendono 
t angolo diviso Sara eguale al rettangolo dei segmenti della base, 
pili il quadrato della retta che sega V angolo. 

t ig.iSS. Nel triangolo ABC ( fig- i33), se si divide l’angolo A in due 

parti eguali colla linea retta AD ; dico che il rettangolo dei lati 
AB , AC k eguale al rettangolo dei segmenti BD , DC più il qua- 
drato di AD. 

Facciasi passare per i tre punti A , B , C la circonferenza , 
, prolungasi AD sino all’ incontro di essa , e tirisi CE. 

Il triangolo BAD è simile al triangolo EAC j poiché per ipo- 
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Usi T angolo BAD è egoaTe ad EAC ; di più 1' angolo B è eguale . 
all’angolo E , avendo ambidue per misura la metà dell arco AC , 
dunque questi triangoli sono simili , ed i lati omologhi danno la 
proporzione 

ba ; ae ad ; ac- 

quindi resulta BA moltiplicata per AC eguale ad AE molli- 
ti plicata per AD ; ma AE è eguale ad AD più DE ; e moltipli- 
cando da ambe le parti per ÀI) , si à AE moltiplicata per AD 
eguale ad AD moltiplicata per AD , ovvero al quadrato di AD 
più DE moltiplicata per AD ; quindi BA moltiplicata per ÀC è 
eguale al quadrato di AD più AD moltiplicata per DE ; ma AD 
moltiplicata per DE è eguale a BD moltiplicati per DC ( Prop. 
a8 ) ; quindi finalmente , AB moltiplicata per AC , ovvero il ret- 
tangolo delle AB , AC , è eguale al rettangolo delle BD , DC più. 
il quadrato di AD ; cioè 

t % 

AB X AC = AD -|~ BD X DC. 

Quindi t'n un triangolo etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE XXXII. 

TEOREMA. 

Jn un triangolo, il rettangolo di due lati è eguale al rettangolo com- 
preso dal diametro del cerchio circoscritto al triangolo , t dalla 
perpendicolare abbassata sul terzo lato dall’ angolo opposto. 

Sia il triangolo ABC ( fìg. i34 ) ; io dico che il rettangoloFig. 134. 
dei due lati AB , AC è eguale al rettangolo compreso dal diame- 
tro CE del cerchio circoscritto e dalla perpendicolare AD ab- 
bassata sul terzo lato BC dall’ angolo opposto A. 

Infatti , congiungendo AE , i triangoli ABD , AEC sono ret- 
tangoli 1’ uno in D e V altro in A ; di più 1' angolo B è eguale 
all’ angolo E ; dunque questi triangoli sono simili , e danno la. 
proporzione 

ab : ce ad ; ac 5 

dalla quale resulta il rettangolo delle AB, AC, Iati dell'angolo A, 
eguale al rettangolo di CE , AD , 1' una diametro del cerchio cir- 
coscritto, e l’ altra perpendicolare abbassata sul terzo lato dell’ an- 
golo A. 

Quindi se in un triangolo etc. C. B. D. 

Corollario. Se si moltiplicano queste quantità eguali per la 
medesima quantità BC , si avrà AB moltiplicata per AC moltipli- 
cata per BC eguale a CE moltiplicata per AD moltiplicata |>er 
BC. Ora AD moltiplicata per BC è il doppio della superficie del 
triangolo ( Prop. 6 ) ; dunque il prodotto de tre lati di un trian- 
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jf olo è eguale alla superficie moltiplicata pel tloppio del diametro dei 
circolo circoscritto. 

Il prodotto di tre linee si chiama talora un solido , per una 
ragione che si vedrà in seguito. 11 suo valore si concepisce facil- 
mente immaginando cbo le linee sieno ridotte in numeri, e mol- 
tiplicando i numeri dei quali trattasi. 

Scolio. Si può dimostrare ancora , che la superficie di un trian- 
golo è eguale al sua perimetro moltiplicato per la metà del raggio, 
del cerchio iscritto. 

Poiché i triangoli AOB , BOC , AOC ( fig. 87 ) , che anno 
il vertice comune in O , anno per altezza comune il raggio del 
cerchio iscritto ; dunque la somma di questi triangoli sarà eguale 
alla somma delle basi AB , BC , AC , moltiplicala per la metà 
del raggio OD ; dunque la superficie del triangolo ABC é eguale 
al sua perimetro moltiplicato per la metà del raggio del cerchio 
iscritto. 


PROPOSIZIONE XXXIII. 

TEOREMA. 

In ogni quadrilatero iscritto in un cerchio, il rettangolo delle diago- 
nali , è eguale alla somma dei rettangoli dà lati opposti. 

, 35 . Sia il quadrilatero iscritto ABCD ( fig. * 35 ); dico il rettango- 
lo delle due diagonali AC , BD essere eguale alla somma dei ret- 
tangoli dei lati opposti ; di modo che si à 

AC X BD = AB X CD + AD X BC. 

Prendasi 1* arco CO eguale ad AD , e conginngasi BO che in- 
contra la diagonale AC in I. 

L’ angolo ABD è eguale all’ angolo CBI , poiché P uno à per 
misura la metà dell’arco AD, e l’altro la metà dell’arco CO 
eguale ad AD. L’angolo ADB è eguale all'angolo BC1 , perché so- 
no iscritti nel medesimo segmento AOB ; dunque il triangolo ABD 
è simile al triangolo 1BC , e si à la proporzione 

AD ; CI BD ; BC; 

donde resulta AD moltiplicata per BC eguale a CI moltiplicata 
per BD. Dico adesso che il triangolo ABI è simile al triangolo 
BDC ; perchè essendo l’arco AD eguale a CO, se si aggiunge ad 
ambe le parti DO , si avrà 1’ arco AO eguale a DC ; dunque P an- 
golo ABI è eguale all'angolo DBC ; di più l’angolo BAI è eguale 
a BDC , perchè sono iscritti nel medesimo segmento ; dunque i 
triangoli ABI , DBC sono simili, ed i lati omologhi danno la pro- 
porzione 

AB : BD ;; Al ; CD ; 

donde resulta AB moltiplicata per CD eguale ad AI moltiplicata 
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per BD. Aggiungendo i due resultati trovati , si avrà AD molti- 
plicata per BC, più AB moltiplicata per CD eguale a CI moltipli- 
cata per BD più AI moltiplicata per BD ; ma Al moltiplicata |>er 
BD più CI moltiplicata per BD è eguale ad AI più CI moltiplica- 
ta per BD , ovvero ad AC moltiplicata per BD , si avrà dun- 
que la somma dei rettangoli di AD moltiplicato per BC più AB 
moltiplicato per DC eguale ad AC moltiplicata per BO (a). 

Quindi in ogni quadrilatero iscritto etc. C. B. D. 

Scolio. Si può dimostrare nella stessa maniera un altro teo- 
rema sul quadrilatero iscritto. 

Il triangolo ABD simile a BIC dà pure la proporzione 

BD ; BC ;; AB ; Bi , 

donde resulta BI moltiplicata per BD eguale a BC moltiplicata per 
AB. Se conginngasi CO, il triangolo ICO , simile ad ABI, sarà simi- 
le a BDC, e darà la proporzione 

BD : CO ;; DC ; OI - 

donde resulta BD moltiplicata per OI eguale a CO moltiplicata 
per DC ; o a cagione di CO eguale ad AD ; OI moltiplicata per 
BD eguale a AD moltiplicata per DC ; Aggiungendo i due resul- 
tati , ed osservando che BI moltiplicata per BD più Oi moltipli- 
cata per BD si riduce a BO moltiplicata per BD , si avrà 

BO X BD = AB X BC + AD X DC. 

Se si fosse preso BP eguale ad AD , e si fosse congiunta CKP, 
ii sarebbe dimostrato con simili ragionamenti, 

CP X CA = AB X AD + BC X CD. 

Ma essendo 1’ arco BP eguale a CO , se si aggiunge ad ambe 
le parti BC , si avrà l’ arco CBP eguale a BCO ; dunque la corda 
CP è eguale alla corda BO , e per conseguenza i rettangoli BO 
moltiplicata per BD, e CP moltiplicata per CA stanno fra loro co- 
me BD sta a CA ; dunque 

bd ; ca ab x k; + ad x oc : AD X AB + BC X CD - 

Dunque le due diagonali di un quadrilatero iscritta statuto fra 
loro conte le somme dei rettangoli dei lati adiacenti alle loro estre- 
mità. 

Questi due teoremi possono servire per trovare le diagonali 
quando si conoscono i lati. 


(a) Questo teorema è ricavato dal i.° libro 
Tclommco , ed e utilissimo per la trigonometria- 


dclC Almagesto ili 
(Il Tuìd. ). 


i 


Digitized by Googie 



PROPOSIZIONE XXXIV. 


106 


TEOREMA. 

Dato im punto dentro un ctrduo e sopra un raggio qualunque, e si 
prenda un punto fuori del cerchio sul prolungamento dello stes- 
so raggio , talmente che il raggio sia medio proporzionale fra 
la porzione di esso compreso fra il centro ed il punto interim, e 
tutta la retta cerinpresa fra lo stesso centro ed il punto esterno, e 
se da un punto qualunque della circonferenza si tirino delle linee ret- 
te ai due punti ; queste staranno ila per tutto nello stesso rapporta. 

Fig.i3& Sia P ( fig. i36 ) un punto qualunque dentro del cerchio 
sul raggio AC, e sia preso un punto Q fuori sul prolungamento 
dello stesso raggio , talmente elle si abbia la proporzione 

CP : CA il CA : CQ; 

e se da un punto qualunque M della circonferenza si tirino ai 
due punti P e Q le rette MP , MQ; dico' che queste rette sta- 
ranno da per tutto nel medesimo rapporto, e che si ay rii Sempra 

mp ; mq :: ap : aq. 

Infatti si à per supposizione , 

CP ; CA ;; CA : CQ; 
mettendo CM in luogo di CA , si avrà 

CP : CM ;; CM : CQ; 

dunque i triangoli CPM , CQM anno un angolo C eguale compre- 
sa fra Iati proporzionali , quindi essi sono simili ( Prop. ao lib. 
Ili ) ; dunque il terzo lato MP sta al terzo lato MQ come CP a 
CM o CA. Ma la proporzione 

CP : CA ;; CA ; CQ 

dà , dividendo , 

CP : CA ;; CA — CP ; CQ — CA y 

CYvero 

CP ; CA li AP ; AQ ; 

dunque 

MP ; MQ :: AP : AQ. 

Quindi dato un punto tic- C. B. D. 
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PROBLEMI 

RELATIVI AL TERZO LIBRO 


PROBLEMA I. 

Dividere una linea retta data in quante parti eguali si ra- 
glia , ovvero in parti proporzionali ad altre linee date. 

i.° Sia proposto di dividere la linea AB ( fig. 1 37 
In cinque parli eguali ; dall’ estremità A si condurrà la 
retta indefinita AG, e prendendo AG di una grandezza 
qualunque , si adatterà AG cinque volte sopra AG ; si uni- 
ranno F ultimo punto di divisione G e F estremila B col- 
la linea retta BC, poi si condurrà CI parallela a GB; di- 
co che AI sarà la quinta parte della linea AB, e che por- 
tando AI cinque volle sopra AB , la linea AB sarà divisa 
in cinque parti eguali. 

Infatti poiché CI è parallela a GB , i lati AG , AB 
sono tagliati proporzionalmente in C ed I ( Prop. i5 ). 

Ma AC è la quinta parte di AG; dunque Al è la quinta 
parte di AB. 

2. 0 Sia proposto di dividere la linea AB ( fig. i38 )fì s .i 38. 
in parti proporzionali alle linee rette date P, Q, R. Dal- 
l’estremità A tirisi l’indefinita AG, prendansi AG eguale a 
P, CD eguale a Q, DE eguale ad R, uniscansi F estre- 
mità 15 ed E, e per i punti C, D conducansi le CI , DK 
parallele a BE ; dico che la linea AB sarà divisa in par- 
li AI, IK, KB proporzionali alle linee date P, Q, R. 

Infatti per le parallele CI , DK . EB le parti AI . IK , 

KB sono proporzionali alle parti AC , CD , DE ( Prop. 
i5 ); e per costruzione quest’ ultime sono eguali alle li- 
nee date P , Q , R , dunque la linea AB è stata divisa 
nelle parti AI , IK , KB proporzionali alle date P , Q , R- 
Dunque data una linea retta si è divisa in quante parti 
eguali si è voluto , ed in parti proporzionali ad altre linee 
date. C. B. F. 
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PROBLEMA II. 


Trovare ««a quarta proporzionale a tre rette date- 

•S 9 . Siano date le tre rette A, B, C ( fig. i3q), trova- 
re una quarta proporzionale a queste. Tirinsi le due ret- 
te indefinite BE , DF sotto un angolo qualunque. Sopra 
DE prendasi DA eguale ad A , e DB eguale a B , sopra 
DF prendasi DG eguale a G •, tirisi AG , e pel punto B la 
BX parallela ad AG -, dico che DX sarà la quarta propor- 
zionale cercala. 

Infatti siccome BX è parallela ad AC si à la pro- 
porzione 

DA : DB :: DC : DX; 

ora i tre primi termini di questa proporzione sono egua- 
li alle tre linee date, dunque DX è la quarta proporzio- 
nale richiesta. Dunque date tre rette si è trovata la quarta, 
proporzionale a queste. C. B. F. 

Corollario. Si troverà similmente una terza propor- 
zionale alle due linee date A , B ; poiché essa sarà la stes- 
sa che la quarta proporzionale alle tre linee A , B , B. 

PROBLEMA IH. 

Trovare una media proporzionale tra due rette. 

Tra le due lince rette A , B ( fig. i4o ) bisogna tro- 
vare una media proporzionale. 

Sopra una linea indefinita DF prendasi DE. eguale ad 
A , ed EF eguale a B ; sulla linea totale DF , come dia- 
metro , descrivasi la mezza circonferenza DGF , dal pun- 
to E innalzisi al diametro la perpendicolare EG , che in- 
contra la circonferenza in G ; dico EG essere la media 
proporzionale cercata. 

Infatti la perpendicolare abbassata da un punto della 
circonferenza sul diametro è media proporzionale fra i due 
segmenti del diametro DE , EF ( Prop a3 ) , or questi 
segmenti sono eguali alle linee date A e B; dunque EG. 
è la media proporzionale fra le A e B. Quindi date duo 
rette si è trovata la media proporzionale ■ C. B. F. 
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PROBLEMA IV. 
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Dividere una linea retta data in due parti , di maniera che 
la maggiore sia media proporzionale tra la linea intera., 
e V altra parte. 

Data la linea AB ( fig. i£i ); fa d’ uopo dividerla in F! *->4»- 
due parti in modo che la maggiore sia media proporzio- 
nale fra la tutta e la minore. 

Dall’estremità B della linea AB innalzisi la perpen- 
dicolare BC eguale alla metà di AB, dal punto C, come 
centro , e col raggio GB descrivasi una circonferenza , ti- 
risi AG che taglierà la circonferenza in D ; e prendasi AF 
eguale ad AD-, io dico che la linea AB sarà divisa nel 
punto F nella maniera domandata ; cioè che si avrà 

ab : af :: af : fb. 

Infatti AB essendo perpendicolare all’ estremità del 
raggio CB , è una tangente -, e se si prolunga AG lino a 
che incontri di nuovo la circonferenza in E, si avrà ( Prop. 

3o ). 

ae : ab :: ab : ad 

dunque , dividendo , 

ae — ab : ab ab — ad : ad. 

Ma poiché il raggio BC è metà di AB, il diametro 
DE è eguale ad AB , e per conseguenza AE meno AB è 
eguale ad AD , eguale ad AF ; si à pure , per essere AF 
eguale ad AD , AB meno AD eguale ad FB ; dunque 

af : ab :: fb : ad o af j 

dunque, invertendo , 

ab : af :: af : fb. 

Quindi data una linea AB si è divisa in modo che la 
parte maggiore è media proporzionale tra la tutta e la par- 
te minore. C. B. F. 

Corollario. Questa divisione della linea AB si chiama 
divisione in media ed estrema ragione ; se ne vedrà 1’ ap- 
plicazione. Si può osservare che la secante AE è divisa in 
inedia ed estrema ragione nel punto D ; infatti poiché AB 
è eguale a DE, si à 

ae ; de :: de : ad. 
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PROBLEMA V. 

Per un punto dato dentro di un angolo dato , tirare una 
retta in maniera che le parti comprese fra il punto ed i 
due lati dell' angolo siano eguali. 

Fi*..*». Sia dato il punto A (fig. i^i ) dentro 1’ angolo BCD ; 
fa d’ uopo tirare la retta BD in maniera ohe le parti AB, 
AD, comprese fra il punto A cd i lati CB, CD, siano eguali. 

Pel punto A tirisi AE parallela a CD; prendasi BE eguale 
a CE ; e per i punti B ed A tirisi BAD ; dico BAD essere 
la linea domandala. v„ 

infatti , AE essendo parallela a CD , si à 

be : ec :: ba : ad; 

ora BE è eguale ad EC; dunque BA sarà eguale ad AD. 

Quindi per un dato punto dentro di un angolo dato si - 
è tirata una retta in modo , che le parti comprese fra il pun- 
to ed i due lati dell'angolo sono eguali. C. B F. 

PROBLEMA VI. 

Fare un quadralo equivalente ad un parallelogrammo , 
o ad un triangolo dato. 

Fig.i^s, i-° Sia ABCD il parallelogrammo dato ( fig. i43), AB 
la sua base, e DE la sua altezza ; fa d’ uopo costruire un 
quadrato equivalente a tale parallelogrammo. 

Tra AB e DE trovasi la media proporzionale XY ( Prob . 
3); dico che il quadralo fatto sopra XY sarà equivalente 
al parallelogrammo ABCD. 

Infatti si à per costruzione 

ab : xy :: xy : de -, 

dunque , eguagliando il prodotto degli estremi a quello dei 
medi, si à XY moltiplicata per XY , ovvero il quadrato di 
XY, eguale ad AB moltiplicata per DE ; ora quest’ ultimo 
prodotto è la misura del parallelogrammo ABCD ; dunque 
il quadrato di XY è equivalente al parallelogrammo dato. 
r . Sia ABC (fig. i44J il triangolo dato, BC la sua base, 

'*■' -AD la sua altezza; fa d’uopo costruire un quadralo equi- 
valente a questo triangolo. * 

Trovasi una media proporzionale fra BC c la metà di 
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AD , e sia XY questa inedia ; dico che il quadralo fallo 
sopra XY sarà equivalente al triangolo ABC. 

Poiché , siccome si à 

bc : xy :: xy : - ad, 

2 

ne risulta il quadrato di XY eguale a BC moltiplicata per 
la metà di AD ; ma BC moltiplicata per la metà di AD è 
la misura del triangolo ABC 5 dunque il quadrato di XY è 
equivalente al triangolo ARC. 

Quindi dato un parallelogrammo si è fatto un quadra- 
to ed un triangolo , ciascuno equivalente a tale parallelo- 
grammo. C. B. F. 


PROBLEMA VII. 

Sopra una data linea retta fare un rettangolo equivalente 
ad un rettangolo dato. 

Sulla data linea retta AD ( ftg. ifó) bisogna fare Mirigli, 
rettangolo equivalente al rettangolo dato ABFC. 

Trovasi una quarta proporzionale alle tre linee AD , 

AB , AC , e sia AX questa quarta proporzionale-, dico che 
il rettangolo fatto sopra AD ed AX sarà equivalente al ret- 
tangolo ABFC. 

Infatti , avendosi 

ad : ab :: ac : ax 

ne resulta AD moltiplicata per AX eguale ad AB molti- 
plicata per AC -, dunque il rettangolo ADEX è equivalente 
al rettangolo ABFC. 

Quindi sopra una data linea retta si è fatto un rettango- 
lo equivalente ad un rettangolo dato. C. B. F. 

PROBLEMA Vili. 

Trovare in linee il rapporto del rettangolo di due linee date 
al rettangolo di due altre linee date. 

Dati i due rettangoli uno delle linee A eB (fig. i48)if;*., 4». 
e l’altro delle C e D 5 fa d’ uopo trovarne il rapporto in 
linee. 

Sia X una quarta proporzionale alle tre linee B, C, 

D -, dico che il rapporto delle due linee A e X sarà eguale 
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a quello dei due rettangoli A moltiplicata per R , e C mol- 
tiplicata per D. 

Infatti avendosi 

b : g :: d : x, 

ne resulta C moltiplicata per D eguale a B moltiplicata per 
X ; dunque 

axb : cxd :: axb : bxx :: a : x 

Dunque dati due rettangoli ti è trovato il loro rappor - 
io tu linee. C. B. F. 

Corollario. Dunque per avere il rapporto dei quadrati 
fatti sopra le linee A , C , trovasi una terza proporzionale 
X alle linee A e C, talmente che si abbia 

a : c :: c : x 

e si avrà 

a* : c* :: a : x. 

PROBLEMA IX. 

Trovare in linee il rapporto del prodotto di ire linee date 
al prodotto di tre altre linee date. 

Sia proposto di trovarsi in linee il rapporto del pro- 
F.g. indotto delle tre linee date A, B,C (fìg. 14.9), al prodotto 
delle tre linee date P , Q, R. 

Alle tre linee date P , A , B , trovasi una quarta pro- 
porzionale X } alle tre linee date C , Q , R , trovasi una 
quarta proporzionale Y. Le due linee X, Y .staranno fra 
loro come i prodotti di A moltiplicata per B e per C , e 
di P moltiplicata per Q e per R. 

Infatti, siccome si à 

p : a :: b : x, 

Si à A moltiplicata per B eguale a P moltiplicata per 
X ; e moltiplicando ambe le parti per C •, sarà A moltipli- 
cata per B e per C eguale a C moltiplicata per P e per X. 
Similmente , siccome 

c : Q :: R : y, 

ne risulta Q moltiplicata per R eguale a C moltiplicata per 
Y , e moltiplicando ambe le parti per P , si à P moltipli- 
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rata per Q e per R eguale a P moltiplicata per C e per Y; 
dunque il prodotto di A per R e per C sta al prodotto di 
P per Q e per R come il prodotto di C per P e per X sta 
al prodotto di C per P e per Y , o come X sta ad Y. 

Dunque si è trovato in linee il rapporto del prodotto 
di tre linee date al prodotto di tre altre linee date. C. B. F. 

PROBLEMA X. 

Fare un triangolo equivalente ad un poligono dato. 

Sia ABGDE il poligono dato (fig. 146); fa d’ uopo* 1 -'*-»* 5 * 
fare un triangolo equivalente a questo poligono. 

Tirisi primieramente la diagonale CE , che toglie dal 
poligono il triangolo CDE. Pel punto D tirisi DF parallela 
a CE finché incontri AE prolungata ; congiungasi CF ; ed il 
poligono ABCDE sarà equivalente al poligono ABCF che à 
un lato di meno. 

Poiché i triangoli CDE , CFE ànno la base comune CE; 
essi ànno pure la medesima altezza , perchè i loro vertici 
D, F sono situati sopra una linea DF parallela alla base; 
dunque questi triangoli sono equivalenti , aggiungendo ad 
ambe le parli la figura ABCE, si avrà da una parte il 
poligono ABCDE , e dall’ altra il poligono ABCF , che sa r ' 
ranno equivalenti. 

Si può parimente togliere 1 ’ angolo B sostituendo al 
triangolo ABC il triangolo equivalente AGC , e così il pen- 
tagono ABCDE sarà cangiato in un triangolo equivalente 
GCF. 

Lo stesso metodo si applicherà ad ogni altra figura ; 
poiché diminuendo ad uno per volta il numero dei lati; si 
formerà finalmente il triangolo equivalente. Quindi si è 
fatto un triangolo equivalente ad un poligono dato. C. B. F. 

Scolio. Si è già osservato che ogni triangolo può es- 
sere trasformato in un quadrato equivalente (Prob. 6) ; cosi 
si troverà sempre un quadrato equivalente ad una figura 
rettilinea data ; questo è ciò che si chiama quadrare la fi- 
gura rettilinea , o trovarne la quadratura. 

11 problema delta quadratura del cerchio consiste nel 
trovare un quadrato equivalente ad un cerchio di cui sia 
dato il diametro. 


Legendre Geom. Pian. 8 
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PROBLEMA XI. 


Fare un quadralo che sia eguale alla somma od alla differenza 
di due quadrali dati. 

Siano A e B (fìg. 1 4-7 ) » lai* dei quadrali dati. 

i.° Bisogna trovare un quadralo eguale alla somma di 
questi quadrali. Tirinsi le due linee indefinite ED, EK ad 
angolo retto •, prendasi ED eguale ad A , ed EG a B ; con- 
giungasi DG ; l)G sarà il lato del quadrato cercato. 

Infatti il triangolo DEG essendo rettangolo , il qua- 
drato fatto sopra DG è eguale alla somma dei quadrali fatti 
sopra ED , EG, ovvero alla somma dei quadrati di A e B. 

( Prop. 1 1 ). 

2 ° Se bisogna trovare un quadrato eguale alla diffe- 
renza dei quadrali dati , formasi parimente l’ angolo retto 
FEH , prendasi GE eguale al minore dei lati A e B ; e dal 
punto G , come centro , e con un raggio GH eguale all’al- 
tro lato, descrivasi un arco che tagli EH in 11 -, dico che 
il quadrato fatto sopra EH sarà eguale alla differenza dei 
quadrati fatti sopra le rette A e B. 

Infatti il triangolo GEI! è rettangolo, E ipotenusa GH 
è eguale ad A , ed il lato GE eguale a B \ dunque il qua- 
drato fatto sopra EH è eguale alla differenza dei quadrali 
fatti sopra EG e GH ovvero dei quadrati dati. ( Cord. I 
Prop. 1 1 ). Quindi si è fatto un quadralo eguale alla som- 
ma ed alla differenza di due quadrati dati. C. B. F. 

Scolio. Si può trovare ancora un quadralo eguale alla 
somma di quanti quadrati si vuole ; poiché la costruzione 
che ne riduce due ad un solo, ne ridurrà tre a due, e que- 
sti due ad uno, e così degli altri. Sarebbe lo stesso se 
qualche quadrato dovesse essere sottratto dalla somma de- 
gli altri. 


PROBLEMA XII. 

Costruire un quadrato che stia ad un quadrato dato , 
come una retta data sta ad un'altra retta ancora data. 

l5o Sia dato il quadrato ABCD (fig. i5o); fa d’uopo co- 
struire un altro quadrato che stia al dato come la linea M 
sta alla linea N. 

Sopra la linea indefinita EG , prendasi EF eguale ad 
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M , ed FG eguale ad N -, sopra EG, come diametro, descri- 
vasi la circonferenza , e dal punto F alzisi al diametro la 
perpendicolare FH. Dal punto U tirinsi le cordo HG , HE 
che prolungaci indefinitamente ; sulla prima prendasi HK 
eguale al lato AB del quadrato dato , e pel punto K ti- 
risi KI parallela a GE 5 dico che HI sarà il lato del qua- 
drato cercato. 

Infatti , per le parallele KI , GE , si à 

hi : hk :: he : hg ; 

dunque 

ili : hk :: he* : iic*; 

ma nel triangolo rettangolo EHG ( Prop. 23 ) il quadrato 
di HE sta al quadrato di HG , come il segmento EF sta al 
segmento FG , 0 come M sta ad N ; dunque 

ili* : ìik* :: m : n. 

Ma HK è eguale ad AB; dunque il quadrato fatto so- 
pra HI sta al quadrato fatto sopra AB come M sta ad N. 
Quindi si è costruito un quadrato che sta ad un quadrato 
dato , come una retta data sta ad un altra retta. C. B. F. 

PROBLEMA XIIL 

Sopra un lato omologo ad un altro lato descrivere un poligono 
simile ad un poligono dato. 

Sopra il lato FG , (fig. 129) omologa ad AB, è d’uo-F; s ..« 9 . 
po descrivere un poligono simile al poligono dato ABCDE. 

Nel poligono dato tirinsi le diagonali AC , AD ; al 
punto F facciasi l’angolo GFH eguale a BAC, ed al punto 
G V angolo FGII eguale ad ABC ; le linee rette FH , GH 
si taglieranno in H , ed FGH sarà un triangolo simile ad 
ABC. Similmente sopra FH , omologo ad AG , costruiscasi 
il triangolo Fili simile ad ÀDC , e sopra FI, omologo ad 
AD , costruiscasi il triangolo FIK simile ad ADE. 11 poli- 
gono FGH 1 K sarà il poligono richiesto, cioè simile ad ABCDE." 

Infatti questi due poligoni sono composti di un me- 
desimo numero di triangoli simili , e similmente disposti 
( Prop. 26), e perciò sono simili. Quindi sopra un lato 
omologo ad un altro lato si è descritto un poligono simile ad 
un poligono dato. C. B. F. 
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PROBLEMA XIV. 

Essendo date due figure simili , costruire una figura simile 
che sia eguale alia loro somma od alla loro differenza. 

Siano A e B due lati omologhi delle figure date; tro- 
visi un quadrato eguale alla somma od alla differenza dei 
quadrati fatti sopra A e B -, sia X il Iato di questo qua- 
drato ; X sarà nella figura cercata il lato omologo ad A 
e B nelle figure date. Si costruirà in seguito questa figura 
pel precedente problema. 

Poiché le figure simili stanno come i quadrati dei Iati 
omologhi ; ora il quadrato del lato X è eguale alla som- 
ma od alla differenza dei quadrati falli sopra i lati omo- 
loghi A e B ; dunque la figura latta sul Iato X è eguale 
alla somma od alla differenza delle figure simili fatte so- 
pra i lati A e B. Quindi essendo date due figure simili, si è 
costruita una figura simile ed eguale alla loro somma od alla 
loro differenza. C. B. F. 

PROBLEMA XV. 

Costruire una figura simile ad una figura data , e che stia 
a questa figura nel rapporto dato di M a N. 

Sia A un lato della figura data ; X il lato omologo 
nella figura cercata ; bisognerà che il quadrato di X stia 
al quadrato di A come M a N ( Prop. 27 ). Si troverà 
dunque X pel problema xn •, e conoscendosi X si costruirà 
su di esso la figura simile alla data pel problema xm ; 
così sarà costruita una figura simile alla data ed il rap- 
porto fra loro sarà di M a N. C. B. F. 

PROBLEMA XVI. 

CWrut're una figura simile ad una figura data ed equivalente 
ad un ’ altra figura ancora data. 

Sia d’ uopo costruirsi una figura simile alla figura P, 
fig ,5, j gjj equivalente alla figura Q. 

Cerchisi il lato M del quadrato equivalente alla figura 
P, ed il lato N del quadrato equivalente alla figura Q 
(Scol. Prob. 10). Sia quindi X una quarta proporzionale alle 
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tre linee date M , N , AB ; sul lato X omologo ad AB - y 
descrivasi una ligula simile alla figura 1* ; dico die sarà 
di più equivalente alla figura Q. 

Poiché , chiamando Y la figura fatta sul lato X , si 
avrà ( Prop . 27 ). 



p : y :: ab : x 1 * 

ma , per costruzione , 


ab : x :: m : n , 

ovvero 

ab : x* :: m* : n 1 

dunque 

p : y :: m* : n*. 


Ma si à pure per costruzione il quadrato di M egua- 
le a P, ed il quadrato di N eguale a Q; dunque 

p : y :: p ; q- 

ma P è eguale a P dunque Y è eguale a Q ; e perciò la 
figura Y è simile dia figura P ed equivalente dia figu- 
ra Q. G. B. F. ' * 

PROBLEMA XVIL 

Costruire un rettangolo equivalente ad un quadrato dolo 
ed t cui lati adiacenti facciano una somma data. 


Sia dato il quadrato C ( fig. ,5a j ; fa d’ uopo co-fi*, 
stilare uu rettangolo equivalente a questo quadrato , ed 
1 cui lati adiacenti Gicciuno una somma dato AB. 

Sopra AB, come diametro, descrivasi la semi-cir- 
conlerenza ; tinsi parallelamente al diametro la linea 
DE ad una disianza AD eguale al lato del quadrato dato C. 

Dal punto E , ove la parallela taglia la cìrconl'eren- 
za , abbassisi sul diametro la perpendicolare EF , dico 
che AF cd FB saranno i laii del rettangolo cercato. 

dello ^ eguale ad AB, cd il rettangola 
deHc AF, FB è eguale al quadrato di FE. ( Cord. Prom 
) ; ma il quadrato di FÉ è. eguale al quadralo di Da. 
twvcro a Gj dunque d rettangolo delle AF , FB è e quii 
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valente al quadralo C, ed » lati formo urta somma eguale 
alta data AB. C. B. F- 

PROBLEMA XVIII. 

Costruire un rettangolo equivalente ad un quadrato dato , 
ed i cui lati adiacenti abbiano fra loro una differenza 
data. 

rij.,53. Sia dato un quadrato C (fig. 1 53 ) ; fa d’uopo co- 
struire un rettangolo equivalente a questo quadrato, ed i 
cui lati adiacenti abbiano fra loro la differenza AB. 

Sulla linea data AB, come diametro, descrivasi la 
circonferenza ; aH’estremità del diametro conducasi la tan- 
gente AD eguale al lato del quadralo C ; pel punto D e 
pel centro O tirisi la secante DF ; dico che DE , DF saran- 
no i lati adiacenti del rettangolo richiesto. 

Infatti i .° la differenza di questi lati è eguale al dia- 
metro EF o AB ; a.® il rettangolo delle DE , DF è egua- 
le al quadrato di AD ( Prop. 3 o ); dunque $' è costruito 
un rettangolo equivalente al quadrato dato C ed i cui lati 
adiacenti armo fra loro la data differenza AB. C. B. F. 

PROBLEMA XIX. 

Trovare la comune misura , se ve ri è alcuna , ira la dia- 
gonale ed il lato del quadrato. 

Fig. 1 54» Si a ABCG (fig. i 5 £ ) un quadrato qualunque, AG 
la sua diagonale; fa d’uopo trovare , se ve n’è, la co- 
mune misura tra la diagonale ed il lato di esso quadrato. 

Bisogna principalmente adattare CB sopra CA tante 
volte quante pnò esservi contenuto ( Prob. 17 lib. II ); 
e perciò descrivasi col centro C e col raggio CB il se- 
micircolo DBE ; si vede che CB è contenuto una volta in 
AC col resto AD, il resultato della prima operazione è 
dunque il quozieule 1 col resto AD che bisogna para- 
gonare con CB 0 col suo eguale AB. 

Si può prendere AF eguale ad AD , e portare real- 
mente AF sopra AB; si troverebbe che vi è contenuto duo 
volte con un resto ; ma siccome questo resto ed i seguen- 
ti vanno diminuendo , e che ben presto non si ravvisereb- 
bero per la loro piccolezza, questo non sarebbe che un 
mezzo meccanico imperfetto, dal quale non si potrebbe 
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Tiwlla concbiuderc per decìdere se le ri noe AC , CB àtiuo 
fra loro o non anno una misura comune ; ora vi è un 
mezzo semplicissimo di evitare le linee decrescenti , e di 
operare sopra linee che resteranno sempre della medesi- 
ma grandezza. 

Infatti, l’angolo ABC essendo retto, AB è una tan- 
gente ed AE una secante tirata dal medesimo punto , di 
maniera che si à ( Prop. 3 o ) 

ad : ab :: ab : ae. 


Cosi nella seconda operazione ove si tratta di pura*- 
gonare AD con AB , si può invece del rapporto di AD ad 
AB prendere quello di AB ad AE; ora AB, o la sua egua- 
le CD , è contenuta due volte ili AE col resto AD ; dun- 
que il resultato della seconda operazione è il quoziente 2 
col resto AD , che bisogna paragonare ad AB. 

La terza operazione , che consiste nel paragonare AD 
con AB , si ridurrà parimente a paragonare AB o la sua 
eguale CD con AE ; è si avrà anche 2 per quoziente ed 
AD per resto. 

Da ciò si vede che l’operazione non avrà termi ne , 
e che non vi è alcuna comune misura fra la diagonale ed 
il lato del quadrato; verità eh’ era già conosciuta per 
l’aritmetica ( poiché queste due linee stanno fra loro co- 
me V 3 ; 1 ) ( Prop. 11 ) , ma che acquista un mag- 
gior grado di chiarezza mediante la risoluzione geome- 
trica. 


Scolio. Non è dunque possibile trovare in numeri il 
rapporto esatto della diagonale al lato del quadralo ; ma 
può trovarsi con approssimazione tanto quanto si vuole 
col mezzo della frazione continua , che è eguale a questo 
rapporto. La prima operazione à dato per quoziente 1 ; la 
seconda è tutte le altre all’ infinito dauno 3 ; onde la frazione 


della quale trattasi èi-(- 1 

a + -+i , 

3 3 + i 


2 ec. atrinfinilo 


Per esempio, se si calcola questa frazione sino al quar- 
to termine inelusivameute si trova che il suo valore è 
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12 / i 

i — o — : talmente che il rapporto prossimo delta dia- 
29 29’ 

gonale al lato del quadrato è come £i a 39. Si trovereb- 
be un rapporto più approssimativo calcolando un mag- 
gior numero di termini. 
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LIBRO QUARTO 


I POLIGONI REGOLARI E LA MISURA 
DEL CIRCOLO 

DEFINIZIONE 


u. poligono che c equiangolo ed equilatero chiamasi 
poligono regolare. 

Vi sono dei poligoni regolari di qualunque numero 
di lati. 11 triangolo equilatero è quello di tre lati 5 ed il 
quadrato quello di quattro. 

PROPOSIZIONE PRIMA 

TEOREMA. 

Due poligoni regolari di un medesimo numero di lati 
sono due figure simili. 

I * 

Siano per esempio i due esagoni regolari ABCDEF ed 
abcdef ( fig. i 55 ); dico che questi due esagoni sono duer-g- ■ ss. 
figure simili. 

La somma degli angoli è la stessa nell’ una e nel- 
l’altra figura; essa è eguale ad otto angoli retti ( Prop. 

30 lib. 1 ) ; 1’ angolo A è la sesta parte di questa som- 
ma , egualmente che l’angolo a; dunque i due angoli A 
ed a sono eguali ; lo stesso è per conseguenza degli an- 
goli B e 6 , degli angoli C e c etc. 

Di più , poiché per la natura di questi poligoni i la- 
li AB , BC, CD etc. sono eguali, come puro ab, bc, cd etc., 
è chiaro che si anno le proporzioni 

ab : a6 :: bc : bc :: cd : cd etc. 

dunque le due figure ; delle quali trattasi , inno gli ap- 
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goli eguali ed i Iati omologhi proporzionali ; esse dun- 
que sono simili ( Def. 2 lib. Ili ). Quindi due po ligorti 
regolari etc. C. B. 1). 

Corollario. 1 perimetri di due poligoni regolari di 
un medesimo numero di lati stanno fra loro come i lati 
omologhi , e le loro superficie come i quadrati di questi 
medesimi Iati ( Prop. 27 lib. Ili ). 

Scolio. L’angolo di un poligono regolare si determi- 
na dal numero dei lati, come quello di un poligono equi- 
angolo ( Prop. 20 lib. I ). 

PROPOSIZIONE IL 

TEOREMA. 

Ogni poligono regolare può essere iscritto nel cerchio T 
come ancora circoscritto al cerchio. 

Fi *-' 5 *- Sia ABCDEFGH ( fig. i56 ), il dato poligono rego- 
lare-, dico che può essere iscritto nel cerchio e circo- 
scritto al circolo. 

Immaginisi che si faccia passare per i tre punti A , 

B , C la circonferenza ; sia 0 il centro , ed OP la per- 
pendicolare abbassala sulla metà del lato BC; lirinsi AO , 
OD. 

11 quadrilatero OPCD ed il quadrilatero OPBA pos- 
sono essere soprapposti ; infatti il lato OP è comune , 
l’ angolo OPC eguale all’ angolo OPB , poiché sono retti ; 
dunque il lato PC si applicherà sul suo eguale PB, ed il punto 
C cadrà in B. Di più, per la natura del poligono, l’angolo 
PCB è eguale all’angolo PBA, dunque CD prenderà la direzio- 
ne BA ) e poiché CD è eguale ad AB, il punto D cadrà 
in A , ed i due quadrilateri coincideranno interamente 
l’uno con l’altro. La distanza OD è dunque eguale ad 
AO , e per conseguenza la circonferenza che passa per i 
ire punti A , B , C , passerà anche pel punto D ; con un 
ragionamento simile si dimostrerà che la circonferenza che 
passa per i tre vertici B, C, D, passerà ancora pel ver- 
tice dell’ angolo seguente E , e così di seguito -, dunque 
la medesima circonferenza che passa per i punti A , B , 

C, passa per tutti i vertici degli angoli del poligono, ed 
il poligono sarà iscritto in questa circonferenza. 

In secondo luogo , per rapporto a questa rirconferen- 
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za , tutti i lati AB , BC , CD etc. sono corde eguali ; 
esse sono dunque egualmente distanti dal centro ( Prop. 

# lib. Il ) -, dunque se dal punto 0 , come centro , e col 
raggio OP si descriva una circonferenza , quest:» circonfe- 
renza toccherà il lato BC e tutti gli altri lati del poligo- 
no , ciascuno nel rispettivo punto medio , c la circonfe- 
renza sarà iscritta nel poligono , od il poligono circoscrit- 
to alla circonferenza. Quindi ogni poligono regolare etc. 

C. B. D. 

Scolio I. Il punto 0 , centro comune del cerchio iscrit- 
to e del cerchio circoscritto , può essere riguardato pure 
come il centro del poligono , e per questa ragione si chia- 
ma angolo al centro l’ angolo AOB, fonnato dai due raggi 
tirati alle estremità di un medesimo lato AB. 

Poiché tutte le corde AB , BC , CD etc. sono egua- 
li, egli è chiaro, che tutti gli angoli al centro sono egua- 
li, e che perciò il valore di ciascuno si trova dividendo 
quattro angoli retti pel numero dei lati del poligono. 

Scolio II. Per iscrivere un poligono regolare di un 
certo numero di lati in una data circonferenza , si tratta 
soltanto di dividere la circonferenza in tante parti egua- 
li , quanti lati deve avere il poligono ; poiché gli archi 
essendo eguali, le corde AB, BC , CD etc. ( fig. i58 )k; s .,s 3. 
saranno eguali -, i triangoli AOB , BOC , COD etc. saran- 
no pure eguali , perchè sono equilateri fra loro -, dunque 
la figura ABCDEF è un poligono regolare. 

PROPOSIZIONE 111. 

PROBLEMA. 

Iscrivere un quadrato in una circonferenza data. 

Sia data la circonferenza DCBA (fig. i5j ) ; fa d'uo- F '<'-' 5j - 
po iscrivervi un quadrato. 

Tirinsi due diametri AC, BD che si taglino ad an- 
goli retti ; uniscansi le estremità A , B , C , D ; dico la 
figura ABCD essere il quadralo iscritto. 

Infatti essendo eguali gli angoli AOB, BOC etc. le 
corde AB , BC etc. sono eguali (a). Dunque nella data cir- 
conferenza si è iscritto un quadralo. C. B. F. 


(a) Ovvero, per maggiore chiarezza , essendo gli an- 
goli AOB , BOC eie. eguali le corde AB, BC eli. sono 
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Scolio. Essendo il triangolo BOC rettangolo ed iso- 
scele , si à ( Drop. 1 1 Corol. a lib. Ili ). 

bc : bo :: V~ : i ; 

dunque il lato del quadralo iscritto sta al raggio come la 
radice quadrala di 2 sta all’ unità. 

PROPOSIZIONE IV. 

PROBLEMI . 

Iscrivere un esagono regolare ed un triangolo equilatera 
in una circonferenza data. 

’• Sia data la circonferenza ABCDEF ( fig. i 58 ); fa 
il’ uopo iscrivere in essa un esagono regolare , ed un trian- 
golo equilatero. 

Suppongasi il problema risoluto , e sia AB un lato- 
deli’ esagono iscritto ; se si conducano i raggi AO , OB ; 
dico die il triangolo AOB sarà equilatero. 

Poiché 1 ’ angolo AOB è la sesta parte di quattro an- 
goli retti; cosi prendendo l’angolo retto per unità, si 

4 2 

avrà l’angolo AOB eguale a ~ ovvero »= ; i due altri an- 
ta o 

goli ABO , BAO del medesimo triangolo valgono insieme a a 
meno — ovvero ~ ; e come sono eguali , ciascuno di essi è 

eguale a ; dunque il triangolo ABO è equilatero ; quin- 


tguali , quindi il quadrilatero A BCD è equilatero ; di più, 
per essere AC un diametro , l’angolo ABC è iscritto in un 
semicerchio , quindi è retto ( Corol. 1 Prop. 18 lib. Il ) ; 
similmente si dimostrerebbe essere retto ciascuno degli an- 
goli C, D, A; diwque il quadrilatero A BCD dilati egua- 
li e gli angoli retti , dunque è un quadrato. Quindi nella 
data circonlerenza si è iscritto un quudraio. C. B. F. 

( Il Trae». ). 
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eli il lato dell’ esagono iscritto è eguale al raggio. 

Quindi resulta die per iscrivere un esagono regolare 
in una circonferenza data , bisogna adattare il raggio sei 
volte sulla circonferenza , con che si ritornerà sul punto 
stesso dal quale si era partito. 

Essendo iscritto 1’ esagono ABCDEF , se si uniscano 
i vertici degli angoli alternativamente con linee rette , si 
formerà il triangolo equilatero ACE (a). 

Dunque nella data circonferenza si è iscritto un esa- 
gono regolare ed un triangolo equilatero. C. B. F. 

Scolio. La figura ABCO è un parallelogrammo , ed 
anche un rombo , poiché AB è eguale a BC eguale a CO, 
eguale ad OA ; ( Prop. 14 . Corol. lib. Ili ) ; dunque la 
somma dei quadrati delle diagonali AC , BO , è eguale 
alla somma dei quadrali dei lati , la quale è quattro vol- 
te il quadrato di AB , ovvero quattro volte il quadrato di 
BO , per essere AB eguale a BO ; togliendo da ambe le 
parli il quadrato di BO resterà il quadrato di AC egua- 
le a tre volle il quadrato di BO ; dunque 

Àc : bò :: 3 : i , 

ovvero 

ac : bo :: V3 : i -, 

dunque il lato del triangolo equilatero iscritto sta al rag- 
gio cotne la radice quadrala di 3 sta allunila. 


(a) Infatti gli archi ABC, CDE,EFA essendo eguali, 
le corde AC, CE, EA saranno eguali ed il triangolo ACE 
perciò equilatero. ( Il Tiud. ). 
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PROPOSIZIONE V. 


PROBLEMA. 

Iscrivere in un cerchio dato un decagono regolare, 
un pentagono ed un pentadecagono (a). 

Sia dato il cerchio AHFD ( fig. i 59 ); fa d’uopo iscri- 
vervi un decagono regolare, un pentagono ed un penta- 
decagono. 

Dividasi il raggio AO in media ed estrema ragione 
nel punto M ( Prob. 4 lib. IH ) ; prendasi la corda AB 
eguale al segpiento maggiore OM 5 dico AB essere il lato 
del decagono regolare, che bisognerà dieci volte adattare 
alla circonferenza. 

Poiché tirando MB , si à per costruzione , 

ao : om :: om : am; 

ovvero , per essere AB eguale ad OM , 

ao : ab :: ab : am-, 

dunque i triangoli ABO , AMB ànno un angolo comune A 
compreso fra lati proporzionali , dunque sono simili ( Prop. 
ao lib. Ili ). Il triangolo OAB è isoscele , dunque il trian- 
golo AMB lo è pure , e si à AB eguale a BM; d’ altronde 
AB è eguale ad OM ; dunque MB è eguale ad OM $ quin- 
di il triangolo BMO è isoscele. 

L’ angolo AMB esterno al triangolo isoscele BMO è 
doppio dell’ interno 0 ( Prop. 19 Corol. 6 lib. I ); om 
l’ angolo AMB è eguale ad MAB , dunque il triangolo OAB 
è tale , che ciascuno degli angoli alla base OAB , OBA è 
doppio dell’angolo al vertice 5 dunque i tre angoli del 
triangolo equivalgono a cin que volte 1’ angolo 0 , e per- 
ciò 1’ angolo 0 è la quinta parte di due angoli retti , o 
la decima parte di quattro angoli retti ; dunque l’arco è 
la decima parte della circonferenza , e la corda AB è il 
lato del decagono regolare. 


(a) Decagono , da s»v« ( deca ) , dieci , e da y ®v/* 
( gónia ) angolo. 

Pentadecagono da «évrs ( pente ) cinque , da Se'*» 
( deca ) , dicci , c da ycovi* ( gónia ) angolo. ( lt, Trac, ). 
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Corollario 1 . Se si uniscano a due a due i vertici de- 
gli angoli del decagono regolare , si formerà il pentagono 
regolare ACEGl. 

Corollario //. AB essendo sempre il lato del deca- 
gono , sia AL il lato dell’ esagono ; allora 1 ’ arco BL sarà 

per rapporto alla circonferenza 4 meno — , ovvero 4 dun- 

b io i 5 

que la corda BL sarà il lato del pentadecagono o poli- 
gono regolare di i 5 lati. Si vede nel tempo stesso che 
r arco CL è la terza parte di CB. Quindi in un dato cer- 
chio si è isct'illo un decagono regolare un pentagono id 
un pentadecagono. C. B. F. 

Scolio. Essendo iscritto un poligono regolare , se si 
dividono gli archi sottesi dai suoi lati in due parli egua- 
li , e si tirino le corde dei semi-archi , queste formeran- 
no un nuovo poligono regolate d’ un doppio numero di 
lati 5 così si vede che il quadrato può servire ad iscrive- 
re successivamente i poligoni regolari di 8 , 1 6 , , eie. 

lati. Dal pari 1 ’ esagono servirà ad iscrivere i poligoni re- 
golari di ia , 9.4 , 48 , etc. Iati *, il decagono i |toligoni 
di 20 , 4 o, 80 etc. i lati , il pentadecagono i poligoni di 
3 o , 60 , 120 etc. lati (a). 


(a) Si è creduto per molto tempo che questi poligoni 
fossero i soli che potessero essere iscritti per la geometria 
elementare , o pure ciò che torna lo stesso per mezzo della 
risoluzione dell’ equazioni di primo e secondo gì ado } ma 
Gauss di Berlino à dimostrato , in un’ opera intitolata l)is- 
quisitiones Arithmeticae . Lipsiae, 1801 , che si può iscri- 
vere con simili mezzi il poligono regolat e di diciassette la- 
ti , ed in generale quello di 2" + 1 lati , purché 2" -J- 1 
sia ùn numero jirimo. 
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PROPOSIZIONE VI. 

PROBLEMA. 

Essendo dato un poligono regolare iscritto , circoscrivere 
alla medesima circonferenza un poligono simile. 

Essendo dato il poligono regolare iscritto ABCDEF 
Fìg.i6o.^ fio- 160 ) •, fa d’ uopo circoscrivere alia stessa circonfe- 
renza un poligono simile. 

Dal punto T medio dell’ arco AB tirisi la tangente 
GH , che sarà parallela ad AB ( Prop. io lib. Il ) ; fac- 
ciasi la stessa cosa alle metà di ciascuno degli altri ar- 
chi GB , CD etc. ; queste tangenti formeranno colle loro 
intersezioni il poligono regolare circoscritto GHIKLM si- 
mile al poligono iscritto. 

È facile vedere in prima che i tre punti 0, B , H 
siano in linea retta , perchè i triangoli rettangoli OTII , 
0I1N anno l’ ipotenusa comune OH, ed il lato OT eguale 
al lato ON ; dunque essi sono eguali ( Prop. 18 lib. 1 ); 
quindi 1’ angolo TOH è eguale ad IION , e per conseguen- 
za la linea OH passa pel punto B mezzo dell’arco TN, 
per la stessa ragione il punto I è sul prolungamento di 
OC eie. Ma , poiché GII è parallela ad AB , ed HI a BC, 
l’angolo GUI è eguale ad ABC ( Prop. 27 lib. I ) ; pa- 
rimente IHK è eguale a BGD etc.; dunque gli angoli del 
poligono circoscritto sono eguali a quelli del poligono 
iscritto. Di più per queste medesime parallele si à 

gh : ab :: oh : ob 

e 

hi : bg :: oh : ob; 

dunque 

gii : ab :: hi : bc. 

Ma AB è eguale a BC, dunque GH è eguale ad 111. 
Per la stessa ragione HI è eguale ad 1K etc. ; dunque i 
Iati del poligono circoscritto sono eguali fra loro; dunque 
questo poligono è regolare e simile al poligono iscritto. 
Quindi essendo iscritto un poligono regolare si è circoscrit- 
to alla stessa c ir conferenza un poligono simile. C. B. F. 

Cvrollario I. Reciprocamente , se fosse dato il poh- 


Digitized by Google 



gotto circoscritto GHIKLM , e bisognasse per esso costrui- 
re il poligono iscritto ABCDEF , basterebbe condurre ai 
Vertici G , II » 1 eie. del poligono dato le lince 01 , OH, 

OG , che incontrerebbero la circonferenza ai punti A, B, 

C eie. ; si «ingiungerebbero poi questi punti colle corde 
AB, BC, CD etc., che formerebbero il poligono iscritto. 

Sì potrebbe pure nel medesimo caso unire più semplice- 
mente i punti di contatto T, N, I* eie. colle corde TN, 

INI* etc. ciò che formerebbe similmente un poligono iscrit- 
to simile al circoscritto. 

Corollario II. Dunque si possono circoscrivere ad un 
circolo dato tutti i poligoni regolari che si sanno iscrivere 
in questo cerchio , e viceversa. 

PROPOSIZIONE VIL 
Teorema. 

Jt’ area di tòt poligono regolare è eguale al suo perimetri) 
moltiplicato per la metà del raggio del cerchio iscritto. 

Sia il poligono regolare GIÌIKLM (fig. 160)5 dico chefrg.ta*. 
la sua area è eguale al suo perimetro moltiplicalo per la 
metà del raggio del circolo iscritto. 

Il triangolo GOII à per misura GH moltiplicato per ia 
metà di OT 5 il triangolo OHI à per misura HI moltiplicato per 
la metà di ON ; ma ON è eguale ad OT *, dunque i due 
triangoli riuniti anno per misura la somma GH più HI mol- 
tiplicata per ìa metà di OT. Continuando così per gli altri 
triangoli, si vedrà che la somma di tutti i triangoli, od 
il poligono intero, à per misura la somma delle basi GH, 

HI, 1K, ovvero , il suo perimetro, moltiplicato per la metà 
di OT, metà del raggio del cerchio iscritto. Quindi l’a- 
rea di un poligono eie. G. B. D, 

Scollo. 11 raggio del cerchio iscritto Ot altro nón è 
che la perpendicolare abbassata dal centro sopra uno dei 
lati del poligono $ si chiama talora T apolema del poli- 
gono (a). 


(a) Apolema da à*ò ( apo ) da , e da T&r^i ( tithé- 
tnì ) collocare. ( Il Trad. ). 

Legemdre Geom. Pian ; q 
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PROPOSIZIONE Vili. 

TEOREMA. 

I perimetri dei poligoni regolari di un medesimo numero 
di lati stanno come i raggi dei circoli circoscritti , ed an- 
che come i raggi dei circoli iscritti ; le loro superficie 
stanno come i quadrati dei medesimi raggi. 

Sia AB (fig. i Gì ) un lato d’uno dei poligoni di cui Imitasi, 
0 il suo centro , e per conseguenza OA il raggio del cer- 
chio circoscritto , ed OD, perpendicolare sopra AB, il 
raggio del cerchio iscritto; sia parimente afe il lato d’un 
altro poligono simile , o il suo centro , oa ed od i rag- 
gi dei circoli circoscritto cd iscritto; dico che i perime- 
tri di questi poligoni stanno come i raggi dei circoli cir- 
coscritti ed anche come i raggi dei circoli iscritti ; le loro 
superficie poi stanno come i quadrati dei medesimi raggi. 

1 perimetri dei due poligoni stanno fra loro come i 
lati AB, ab ; ma gli angoli A ed a sono eguali , essendo 
ciascuno la metà dell' angolo del poligono ; ed eguali so- 
no ancora gli angoli Beò; dunque i triangoli ABO, abo 
sono simili , come pure i triangoli rettangoli ADO , ado ; 
dunque 

ab t ab :: ao : ao :: do : do; 

dunque i perimetri dei poligoni regolari del medesimo nu- 
mero di lati stanno fra loro come i raggi AO , ao dei 
circoli circoscritti ; cd anche come i raggi OD, od, dei cir- 
coli iscritti. 

Le superficie di questi medesimi poligoni stanno fra 
loro come i quadrali dei lati omologhi AB , ab ; esse stan- 
no in conseguenza anche come i quadrali dei raggi dei 
circoli circoscrìtti AO, ao, o come i quadrati dei raggi 
dei circoli iscritti OD , od. Quindi i perimetri dei poligoni 
etc. C. B. D. 
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PROPOSIZIONE IX. 

LEMMA. 

Ogni lìnea cuna o poligona che circonda da ma estremità 
air altra una linea convessa è maggiore della linea cir- 
condata. 

Ogni linea curva o poligona che circonda da un estre- 
mili alF altra la linea convessa AMD ( fig. jGa ); è mag-Fi*.i6». 
giore della linea circondata AMB. 

Abbiamo già detto che per linea convessa s’ intende 
ima linea curva o poligona , od in parte curva ed in par- 
te poligona, tale che una linea retta non possa tagliarla in 
piu di due ponti. Se la linea AMB avessedelle parti rientranti 
o delle sinuosità, cesserebbe d’ esser convessa, perchè è faci- 
le vedere che uua linea retta potrebbe tagliarla in più di 
due punti. Gli archi di circolo sono essenzialmente con- 
cessi -, ma la proposizione della quale trattasi presente- 
mente si estende a qualunque linea , che avesse la condi- 
zione richiesta. 

Ciò posto, se la linea AMB non è minore di tutte 
quelle che h» circondano , esisterà fra quest’ ultime una 
linea più corta di tutte le altre la quale sarà minore di 
AMB , o tutto al più eguale ad AMB. Sia ACOEB questa 
linea circondante \ fra le due linee conducasi , ove si vor- 
rà , la retta PQ che non incontri la linea AMB , o al 
più che la tocchi -, la retta PQ è minore di PCDEQ -, dun- 
que se alla parte PCDEQ si sostituisca la linea retta PQ, 
si avrà la linea circondante APQB minore di APDQB. Ma, 
per sup|)osizÌone , questa doveva essere la più corta di 
tutte; dunque questa supposizione non può sussistere-, 
quindi tutte le linee circondanti sono più lunghe di AMB. 

Scolio. Si dimostrerà assolutamente in simil modo che 
una linea convessa e rientrante in sè stessa AMB ( 
iG3 ) è più corta di qualunque linea che la circondereb- 
be da ogni parte , sia che la circondante F1IG tocca AMB 
in uno o più punii, sia clic la circonda senza toccarla. 
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PROPOSIZIONE X. 


lemma. 

Essendo date due circonferenze concentriche , si può sempre 
iscrivere nella maggiore un poligono regolare i cui lati 
non incontrino la minore , e si può ancora circoscrivere 
alla minore un poligono regolare t cui lati non incontri- 
no la maggiore ; di maniera che in ambidue i casi i la- 
ti del poligono descritto, saranno racchiusi fra le due cir- 
conferenze. 

« 4 . Siano date le due circonferenze FBG,IAH (fig. 164.) 
concentriche ; dico che si può iscrivere nella maggiore FBG 
un poligono regolare i cui lati non incontrino la minore 
IAH ; e di più si può circoscrivere alia minore IAH un 
poligono regolare i cui lati non incontrino la maggiore 4 
ed in modo che sempre i lati del poligono descritto trovansi 
racchiusi fra le due circonferenze FBG , IAH. 

Siano CA , GB i raggi delle due circonferenze ; pel 
punto A tirisi la tangente DE , terminata alla circonferen- 
za maggiore in D ed in E; iscrivisi nella circonferenza 
maggiore un poligono regolare , per i problemi pre- 
cedenti 5 dividansi quindi gli archi sottesi dai lati in due 
parli eguali , e conducansi le corde dei semi-archi ; si a- 
vra un poligono regolare di un numero doppio di Iato. 
Continuasi la bisezione degli archi finché si pervenga ad 
un arco minore di DBE. Sia MBN questo arco ( il cui 
punto di mezzo è supposto B); è chiaro che la corda MN 
sarà più lontana dal centro che DE , e che il poligono re- 
golare che à per lato MN , non può incontrare la circon- 
ferenza che à per raggio CA. 

Poste le cose stesse , tirinsi CM , CN che incontrino 
la tangente DE in P e Q ; sarà PQ il lato di un poligo- 
no circoscritto alla circonferenza minore , simile al poligo- 
no iscritto nella maggiore , il cui lato è MN. Ora è chiara 
che il poligono circoscritto che à per lato PQ, non può 
incontrare la circonferenza maggiore , poiché CP è mino- 
re di CM. 

Dunque , per la stessa costruzione, si può descrivere 
un poligono regolare iscritto nella circonferenza maggio- 
re, ed un poligono simile circoscritto alla minore, i qua- 
li avranno i loro lati compresi fra le due circonferenze. 
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Scolio. Sè si anno due settori concentrici FCG , 1 CH , 
si potrà similmente iscrivere nel maggiore una porzione 
di poligono regolare , o circoscrivere al ! minore una por- 
zione di poligono simile , tale clic i contorni dei due po- 
ligoni siano compresi fra gli archi delle due circonferen- 
ze j basterà dividere l’arco FBG successivamente in a, 4., 

8 , 16 eie. parti eguali, finché si arrivi ad tuia parte mi- 
nore di DBE. *. 

Si chiama qui porzione di poligono regolare la figura 
terminata da una serie di corde eguali iscritte nell’ arca 
FG da una estremità all’altra. Questa porzione à le pro- 
prietà principali dei poligoni regolari ; essa à gli angoli 
eguali ed i lati eguali , ed è ad un tempo stesso iscritti- 
bile e circoscritlibile al circolo. Intanto essa non farebbe 
parte di un poligono regolare propriamente detto, se l’ar- 
co sotteso da uno dei suoi lati non fosse una parte ali- 
quota della circonferenza. 

PROPOSIZIONE XI. 

TEOREMA. 

Le circonferenze dei circoli stanno tra loro come i raggia e 
le loro superficie come i quadrali dei medesimi raggi. 

S’indicherà, per brevità, con circ. CA ( fig. i 65 ) la F ‘ s -‘ 65 - 
circonferenza che à per raggio CA -, dico che si avrà 

ciré. CA : circ. OB :: CA ; OB.. 

Poiché se questa proporzione non à luogo , CA sta- 
rà ad OB come etre. CA sta ad un quarto- termine mag- 
giore o minore di ciré. OB -, suppongasi die sia minore , 
e sia , s; è possibile , 

CA I OB :: circ. CA 1 etre. OD.. 

Iscrivasi nella circonferenza il cui raggio è BO , un 
poligono regolare EFGKLE , i cui lati non incontrino la, 
circonferenza della quale OD è il raggio ( Prop. io ) 5. 
iscrivasi un poligono simile MNPSTM nella circonferenza 
il cui raggio è CA. 

Ciò posto , poiché questi poligoni son. simili , i loro, 
perimetri MNPSM, EFGKE stanno fra loro come i raggi. 

CA , OB dei circoli circoscritti ( Prop. 8 ) 5 e si avrà. 
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MNPSTM : EFGKLE :: CA : OK; 

ma per ipotesi 

GA : OB ” tire. CA ; tire. OD - y 

dunque 

MNPSTM *. EFGKLE :: tire. CA : tire. OD. 

Ora questa proporzione è impossibile , perchè il contorno 
MNPSTM è minore di tire. CA ( Prvp. g ) 5 ed ai con- 
trario EFGKLE è maggiore di tire. OD ; dunque è impos- 
sibile ebe CA stia ad OB come tire. CA sta ad una cir- 
conferenza minore di tire. OB, ovvero, in termini gene- 
rali , è impossibile che un raggio stia ad un raggio come 
la circonferenza descritta col primo raggio sta ad una cir- 
conferenza minore della circonferenza descritta col secon- 
do raggio. 

Da ciò si concbiude che non può essere che CA stia 
ad OB come tire. CA sta ad una circonferenza maggiore 
di tire. OB ; poiché , se ciò fosse rovesciando i rapporti , 
OB starebbe ad AC come una circonferenza maggiore di 
tire. OB sta a tire. CA , o , il che è lo stesso , come tire. 
OB sta ad ima circonferenza minore di tire. CA, dunque 
un raggio starebbe ad un raggio come la circonferenza de- 
scritta col primo raggio sta ad una circonferenza minore 
della circonferenza descritta col secondo raggio j ciò che 
è stato dimostrato impossibile. 

Poiòhè il quarto termine della proporzione 

CA : OB tire. CA : tire. OB, 

boti può essere nè maggiore nè minore di tire. OB , bi- 
sogna che sia eguale a ct'rc. OB 5 dunque le circonferenze 
dei circoli stanno fra loro come i raggi. 

Un ragionamento ed una costruzione intieramente si- 
mili serviranno a dimostrare che le superficie dei circoli 
stanno come i quadrali dei loro raggi. Quindi le circonfe- 
renze etc. C. B. D. 

Non entreremo ad esaminare altri particolari su que- 
sta proposizione, che d’altronde è un corollario della se- 
guente. 

Corollario. Gli archi simili AB , DE ( fig. 166) stan- 
no come i raggi AC , OD , ed i settori simili ACB , DOE 
stanno come i quadrati di questi medesimi raggi. 

Infatti , poiché gli archi son simili, l’angolo C è egua- 
le all’ angolo 0 ( Def. 3 lib. Ili ); ora l’ angolo C sta a 
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quattro angoli retti come l’arco AB sta alla circonferenza 
intiera descritta col raggio AC ( Prop. 17 lib. II ) ; è 
l’angolo 0 sta a quattro angoli retti come l’arco DE sta alla 
circonferenza descritta col raggio OD ; dunque gli archi 
AB , DE stanno fra loro come le circonferenze di cui fan- 
no parte 5 queste circonferenze stanno come i raggi AC , 

DO; dunque 

arco AB : arco DE AC : DO. 

Per la medesima ragione , i settori ACB , DOE stan- 
no come i circoli interi ; questi stanno come i quadrali 
dei raggi ; dunque 

set. ACD : set. DOE ” AC : DÒ . 

PROPOSIZIONE X 1 L 

TEOREMA. 

i’ area del circolo è eguale al prodotto della sua circonfe- 
renza per la metà del raggio. 

Indicheremo con sup. CA ( fig. 1&7 ) la superficie del Fig . ,« 7 . 
circolo , il cui raggio è CA ; dico che si avrà 

su». CA. = — CA X ciré. CA. 

3 

Infatti se la metà di CA moltiplicata per la circon- 
ferenza descritta col raggio CA non è 1 ’ area del circolo 
il cui raggio è CA, questa quantità sarà la misura di uu 
cerchio maggiore o minore. Suppongasi primieramente che 
essa sia la misura di un circolo maggiore , e sia, s’ è pos- 
sibile , la metà di CA moltiplicala per circ. CA eguale a 
sup. CB. 

Al circolo il cui raggio è CA circoscrivasi un poli- 
gono regolare DEFG etc. , i cui Iati non incontrino la cir- 
conferenza che à per raggio CB ( Prop. io ) , la superfi- 
cie di questo poligono sarà eguale al suo contorno DE 
più EF più FG etc. moltiplicalo per la metà di AC ( Prop. 

7 ) ; ma il contorno del poligono è maggiore della circon- 
ferenza iscritta, poiché la circonda da tutte le parti dun- 
que la superficie del poligono DEFG etc. è maggiore del- 
la metà di CA moltiplicata per circ. AC , che per ipotesi 
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è misura del circolo , il cui raggio é CI? ; dunque il po- 
ligono sarebbe maggiore del circolo. Ora al contrario 
è minore, poiché vi è contenuto ; dunque è impossibi- 
le che la metà di CA moltiplicata per circ. CA sia mag- 
giore di sup. CA , ovvero in altri termini , è impossibile 
che la circonferenza di un circolo moltiplicata per la me- 
tà del suo raggio sia la misura di un circolo maggiore. 

Dico in secondo luogo che il medesimo prodotto non 
può essere la misura di un cerchio minore; e per non cam- 
biar figura , supporremo che trattisi del circolo il cui rag- 
gio è CB; bisogna dunque provare che la metà di CB 
moltiplicata per ciré- CB non può essere la misura di un 
circolo minore, per esempio del circolo il cui raggio ò 
CA. Infatti sia , s’ è possibile , la metà di CB moltiplica- 
la per circ. CB eguale a sup. CA. 

Avendo fatto la stessa costruzione di prima, fe superficie 
del poligono DEFG etc. avrà per misura la somma DE più 
EF più FG etc. moltiplicata per la metà di CA ; ma il 
contorno DE più EF più FG etc. è minore di circ. CB che 
lo circonda da tutte le parti ; dunque l’ area del poligono 
è minore della metà di CA moltiplicata per circ. GB , e 
con più ragione minore della metà di CB moltiplicata per 
circ. CB. Quest’ ultima quantità è , per ipotesi , la misu- 
ra del circolo, di cui CA è raggio; dunque il poligono 
sarebbe minore del circolo iscritto ; dunque è impossibile 
che la circonferenza di un circolo moltiplicata per la me- 
tà del suo roggio sia te misura di un circolo minore. 

Dunque finalmente la circonferenza di un circolo mol- 
tiplicata per la metà del suo raggio è la misura dell’ area 
di questo medesimo circolo . C. B. D. 

Corollario I. La superficie di un settore è eguale allo 
arco di questo settore moltiplicato per te metà del suo raggio. 
ice. Infatti il settore ACB ( fig. 168 ) sta al circolo intero 
come l’arco AMB sta alla circonferenza roterà ABD (Drap. 
17 Uh. II ) , 0 come AMB moltiplicato per la metà di AC 
sta ad ABD moltiplicata per te metà di AC; ma il circolo 
intero è eguale ad ABD moltiplicata per la metà di AC ; 
dunque il settore ACB à per misura AMB moltiplicato per 
te metà di AC. 

Corollario li. Chiamiamo * la circonferenza il cui dia- 
metro è l’ unità 5 poiché le circonferenze stanno come i roggi 
0 come i diametri , si potrò far questa proporzione ; il dia- 
metro 1 sta alla sua circonferenza * come il diametro sCA 
'<>’■( fig. 1 65 j sta alla circonferenza che à per raggio €A; dì 
maniera che si avrò 
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i : sca : tire. ca -, 

dunque circ. CA è eguale a * moltiplicato per aCA. Mol- 
tiplicando da ambe le parli per ~ GA, si avrà ~ CA mob 
liplicato per ciré. CA eguale a * moltiplicato peraCA e mol- 
tiplicato per i CA, eguale a <CÀ*, o sup. CA eguale a *CA ; 

dunque la superficie di un circolo è eguale al prodotto del 
quadrato del suo raggio moltiplicato pel numero costante « 
che rappresenta la circonferenza il cui diametro è od. a 
rapporto della circonferenza al diametro. 

Similmente la superficie del circolo che a per raggio 

. t 

OB sarà eguale a < moltiplicato per OB ; ora 

« x ca* : * x òb :: ca : dii -, 

dunque le superficie dei circoli stanno fra loro come i qua- 
drali dei loro raggi ; ciò si accorda col precedente teorema. 

Scolio Si è già detto che il problema della quadra- 
tura del circolo consiste in trovare un quadralo eguale m 
superficie ad un circolo il cui raggio è cognito-, ora si e 
provato che il circolo è equivalente al rettangolo fatto sulla 
circonferenza e la metà del raggio, e questo rettangolo si 
cangia in quadrato prendendo una media proporzionale fra 
Je due sue dimensioni (Prob. 6 lib. Ili) ; così il problema 
della quadratura del circolo si riduce a trovare la circon- 
ferenza quando si conosce il raggio , e per questo basta cono- 
scere il rapporto della circonferenza al raggio od al diametro. 

Finora non si è potuto determinare questo rapporto 
se non che in una maniera prossima al vero-, ma l'appros- 
simazione è stata portata sì lungi , che la conoscenza del 
rapporto esalto non avrebbe alcun vantaggio , reale sopra 
quella del rapporto approssimativo. Perciò questa questio- 
ne che à occupato i geometri, allorché i metodi di appros- 
simazione erano meno conosciuti , è presentemente riposta 
fra le ricerche oziose di cui non è permesso d’ occuparsi 
se non a coloro che ànno appena le prime nozioni di geo- 
metria. 

Archimede à provato che il rapporto della circonle- 

„ io io . , i 
lenza al diametro è compreso fra 3 — e 3 — -, cosi o - 

70 y* * 
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o — à un valore di già molto prossimo al numero clie sì 
7 

è rappresentato con e questa prima approssimazione è 
mollo in uso per la sua semplicità. Mezio à trovato pel me- 

355 

desiato numero il valore molto più approssimato — -• Fi- 


nalmente il valore di * , sviluppato fino ad un certo ordi- 
no di decimali , è stato trovato da altri calcolatori 3 , 
141592653589793» etc\, e si è avuta la pazienza di con- 
tinuare questi decimali sino alla centoventisettesima , e 
parimente sino alla centoquarontesima. È chiaro che una 
tale approssimazione quasi equivale alla verità , e che nou 
si conoscono meglio le radici delle potenze imperfette. 

Si spiegheranno , nei problemi seguenti , due metodi 
elementari più semplici per ottenere queste approssimazioni. 


PROPOSIZIONE XUI. 


PROBLEMA. 

Essendo date le superficie di un poligono regolare iscritto e- 
di un poligono simile circoscritto , trovare le superficie dei 
poligoni regolari iscritto e circoscritto di un doppio nu- 
mero di lati. 

Siano date le due superficie di due poligoni regolari 
^.iscritto e circoscritto , e sia AB ( fg. 169 ) il lato del po- 
ligono dato iscritto, EF parallelo ad AB, quello del poli- 
gono simile circoscritto , C il centro del circolo-, la d’uopo 
trovare le superficie dei poligoni regolari iscritto c circo- 
scritto di un doppio numero di lati. 

Se si tirino Incorda AM e le tangenti AP, QB, Incorda 
AM sarà il lato del poligono iscritto di un numero di lati 
doppio, c PQ doppio di 1 *M sarà quello del poligono simile 
circoscritto (Prop. 6 ). Ciò posto come la medesima costru- 
zione à luogo nei differenti angoli eguali ad ACM, basta con- 
siderare solo l’angolo ACM , ed i triangoli che vi sono conte- 
nuti, staranno fra loro come i poligoni interi. Sia A la super- 
ficie del poligono iscritto di cui AB è un lato, B la superficie 
del poligono simile circoscritto ; M la superficie del poli- 
gono di cui AM è un lato , B' la superficie del poligono 
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simile circoscritto. A c li sono cogniti , si tratta di trovare 
A' B'. 

’ i ® I triangoli ACD , ACM , che anno comune il ver- 
tice A stanno fra loro come le respettive basi CD , CM ; 
d’altronde questi triangoli stanno come i poligoni A ed 
di cui fenno parte ; dunque 

a : a' :: cd : cm. 

1 triangoli CAM , CME il cui vertice comune è M, so- 
no fra loro come le respettive basi CA , CE -, questi me- 
desimi triangoli stanno come i poligoni A' e B di cui £u*- 
no parte ; dunque 

a' : b :: ca : ce. . 

Ma per le parallele AD , ME , si à 
cd : CM ca ; CE -, 

dunque paragonando le proporzioni si avrà 
a : A' :: A' : b-, 

dunque il poligono A' , uno di quelli che si cercano , è 
medio proporzionale fra i due poligoni cogniti A c B ; e 

si à per conseguenza A' = \ AXB. 

2 ° Per 1 ’ altezza comune CM, il triangolo CPM sta al 
triangolo CPE come PM sta a PE ; ma la linea CP divi- 
dendo in due parti eguali l’angolo MCE, si à ( Prop. ij 
ìib. Ili) 

pm : pe :: cm : ce :: cd : ca :: a : a' -, 

dunque 

cpm : cpe :: a : a* , 


e per conseguenza 

cpm : cpm + cpe :: a : a -f- a'. 

Ma CMPA o 2CMP,eCME stanno fra loro cornei po- 
ligoni B' e B di cui fanno parte ; dunque 


B' : b :: 2A : a + a». 


Si è di già determinato A' ; questa nuova 
determinerà B', e si avrà 


aAX 
A+ A' 


proporzione 
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dunque col mezzo dei poligoni A e B si sono trovali i po- 
ligoni A' e Bf che hanno un doppio numero di lati. C. B. F. 

PROPOSIZIONE XIV. 

PROBLEMA. 

Trovare il rapporto approssimativo della circonferenza 
al diametro. 

Sia il raggio del cerchio eguale ad i , il lato del qua- 
drato iscritto sarà Va (Prop. 3 ); quello del quadrato cir- 
coscritto sarà eguale al diametro i ; dunque la superficie del 
quadrato iscritto è eguale a a, e quella del quadralo circo- 
scritto eguale a 4 - Adesso , se si fa A = 2 , e B = 4 , si 
troverà pel problema precedente P ottagono iscritto A ' = 

V8= 2 , 8284^71 , e l’ottagono circoscritto B' = — ^-~ 

2+V» 

= 3 , 3 i 37085. Conoscendo così gli ottagoni iscritto e cir- 
coscritto, si troveranno col loro mezzo i poligoni di un dop- 
pio numero di lati $ bisognerà di nuovo supporre A =2, 

828427 1, c B = 3 , 3 187085 , e si avrà A 1 = Va X B= 

3 , 0614674, e B' = = 3 , 1825979. 

In seguito questi poligoni di 16 lati serviranno per far 
conoscere quelli di 3 a, e si continuerà cosi finché il esi- 
mio non dia più differenza fra i poligoni iscritto e circo- 
scritto , almeno nelle cifre decimali , a cui ci siamo fer- 
mati , che è la settima in questo esempio. Arrivato a que- 
sto punto si conchiuderà che il cerchio è eguale all’ ulti- 
mo resnltamcnto , perchè il cerchio dev’ essere sempre com- 
preso fra il poligono iscritto ed il circoscritto -, dunque se 
questi non differiscono fra di loro fino ad un ceri’ ordina 
di decimali , il circolo pure ne differirà fino allo stesso ordine. 

Ecco il calcolo dei poligoni prolungato finché non dif- 
feriscono più nel settimo ordine di decimali. 
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Numero dei tali 

Polìgono iscritto Poligono circoscritto 

4 - . 

. . 2,0000000 .... 
. . 2,828427 1 . . . . 

4,0000000 

8 . . 

3 , 3 137085 

l6 . . 

. . 3,0614674 .... 

3,1825979 

32 . . 

. . 3 , 12 1 445 1 .... 

3,1517249 

64 ■ • 

. . 3 , i 365485 .... 
. . 3 ,i 4 o 33 n .... 

3 ,i 44 i 184 

128 . . 

3,1 422236 

256 . . 

. . 3,14.12772 .... 

3 ,i 4 t 75 o 4 

5 i 2 . . 

. . 3 ,i 4 i 5 i 38 .... 

3 ,i 4 « 632 i 

1024 • • 

. . 3,1415729 .... 

3 , i 4 i 6 oa 5 

2048 . . 

. . 3 , 14*5877 .... 

3 ,i 4 i 595 t 

4096 . . 

. . 3 , 1 4 1 59 1 4 .... 

3 ,i 4 i 5933 

8192 . . 

. . / 3 ,t 4 i 5 g 23 .... 

3 ,i 4 i 59*8 

i 63'84 • • 

. ./ 3 ,i 4 i 592.5 .... 

3,1415927 

327 68 . . 

. . 3 ,i 4 i 5 ga 6 .... 

3 ,i 4«5926 

Da ciò si 

conchiude che la superficie del 

circolo è e- 


guaio a 3 , 1415926. Si potrebbe avere del dubbio sull’ul- 
tima decimale per gli errori prodotti dalle parti tralasciate} 
ma il calcolo è stato fatto con una decimale di più, per es- 
sere certi del resultato che si è trovato sino all’ ultima 
decimale. 

Poiché la superficie del circolo è eguale alla mezza 
circonferenza moltiplicata pel raggio , essendo il raggio c- 
guale ad 1 , la mezza circonferenza è 3 , 1415926; ovvero 
il diametro essendo 1 , la circonferenza e 3 , 1415926; 
dunque il rapporto della circonferenza al diametro disegnato 
di sopra con * è eguale a 3 , 1415926. C. B. F. 

PROPOSIZIONE XV. 

LEMMA. 

Il triangolo CAB (fig. 170) è equivalente al triangolo iso- f;, 
scele DCE , che à il medesimo angolo C , ed il lato CE 
eguale a CD è medio proporzionale tra CA e CB. Di 
più se l' angolo CAB è retto , la perpendicolare CE abbas- 
sata sopra la base del triangolo isosede , sarà media pro- 
porzionale tra il lato CA e la semisomma dei lati CA , 
CB. 

i.° Poiché, per l’angolo comune C il triangolo ABC. 
sta al triangolo isoscele DCE come AG moltiplicato per CB 

a 

sta a DC moltiplicato per CE , 0 DC ( Prop. 24 lib. Ili ) 
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dunque questi triangoli saranno equivalenti , se il qua- 
dralo di 1 >C è eguale a CB moltiplicato per AC -, o se DC 
c media proporzionale tra AC e CB. 

a.° La perpendicolare CGF dividendo in due parti 
eguali l’angolo ACB, si à ( Prop. 17 lib. Ili ) 

ag : gb :: ac : cb, 

donde ne resulta, componendo , 

AG : AG + GB 0 AB “ AC : AC -f CB; 

ma AG sta AB come il triangolo ACG sta al triangolo 
ACB o 2CDF; d’altronde, se l’angolo A è retto, i trian- 
goli rettangoli ACG , CDF saranno simili , e daranno 

acg : cdf :: Àc* : cf\ 

dunque 

ac : 2 cf*:: ac : ac + cb. 

Moltiplicando il secondo rapporto per AC, gli antece- 
denti diverranno eguali , e si avrà per conseguenza 

2 CF = AG X [ AC + CB ] ,0 CF*= AC |; 

dunque 2. 0 se l’angolo A è retto la perpendicolare CF 
sarà media proporzionale tra il lato AC e la semisomma 
dei lati AC, CB. 

PROPOSIZIONE XVI. 

PROBLEMA. 

Trovare un cerchio che differisca tanto poco quanto si vor- 
rà da un poligono regolare dato. 

Sia proposto, per esempio, il quadrato BMNP ( fig. 
«z'- 17 1 ) ; fa d’uopo trovare un cerchio che differisca da que- 
sto quadralo tanto poco quanto si vorrà. 

Abbassisi dal antro C la perpendicolare CA sopra il 
lato MB, e congiungasi CB. 

11 cerchio descritto col raggio CA è iscritto nel qua- 
drato , ed il cerchio descritto col raggio CB è circoscrit- 
to a questo stesso quadrato ; il primo sarà minore del 
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quadralo , magioni no sani il secondo-, ma si traila di 
restringere questi limiti. 

Prendasi CI) e CE eguali ciascuna alla media pro- 
porzionale tra CA e CB, e tirisi ED-, il triangolo isosce- 
le CDE sarà equivalente al triangolo CAB ( Prop. i5 
facciasi lo stesso per ciascuno degli otto triangoli che com- 
pongono il quadrato, e formerete così un ottagono rego- 
lare equivalente al quadrato BMNP. 11 circolo descritto col 


raggio CF, medio proporzionale fra CA e — - — - , sarà 

> 

iscritto nell’ottagono , ed il cerchio descritto col raggio 
CD gli sarà circoscritto, laonde il primo sarà minore del 
quadrato dato, ed il secondo maggiore. 

Se si cangia nella medesima maniera il triangolo CDF 
in un triangolo isoscele equivalente, si formerà con tal 
mezzo un poligono regolare di sedici lati equivalente al 
quadralo proposto. Il circolo iscritto in questo poligono 
sarà minore del quadrato , ed il circolo circoscritto sarà 
maggiore. 

Si può continuare così finché il rapporto tra il rag- 
gio del circolo circoscritto differisca tanto poco quanto si 
vorrà dall’eguaglianza. Allora l’uno e l’altro circolo po- 
tranno essere riguardati come equivalenti al quadrato pro- 
posto. Quindi si è trovato etc. C. B. F. 

Scolio. Ecco a che si riduce la ricerca dei raggi con- 
secutivi. Sia a il raggio del cerchio iscritto in uno dei po- 
ligoni trovati, b il raggio del cerchio circoscritto al me- 
desimo poligono ; siano a ' , V i raggi simili pel poligono 
seguente che à un numero di lati doppio , secondo ciò 
che noi abbiamo dimostrato , V è una media proporzio- 
. naie fra a e 6 , ed a 1 è una media proporzionale fra o 


ed ; di maniera che si avrà V = V a X b ed a 1 



a X 6 


dunque essendo cogniti i raggi a 


e b di un poligono, se ne dedurranno facilmente i raggi 
a 1 e b' del poligono seguente, e si continuerà così finché 
la differenza fra i due raggi sia divenuta insensibile, al- 
lora o 1’ uno o l’ altro di questi raggi sarà il roggio del 
cerchio equivalente al quadrato od al poligono proposto. 
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Questo metodo è facile a praticarsi in linee , poiché 
si riduce a trovare medie proporzionali successive fra li- 
nee cognite ; ma riesce assai meglio in numeri , ed è uno 
dei mezzi più comodi che la geometria elementare possa 
offrire per trovare prontamente il rapporto approssimati- 
vo della circonferenza al diametro. Sia il lato del quadra- 
to eguale a a , il primo raggio iscritto CA sarà x , ed il 

primo raggio circoscritto CB sarà y 2, ovvero 1,4.1421 36 . 
Facendo dunque a — 1 , b = 1,4.1 4 2 ' 36 , si troverà ¥ 
1,189207 1 ,■ ed a 1 = 1,0986841. Questi numeri ser- 
viranno a calcolare i seguenti , secondo la legge data di 
continuazione. 

Ecco il resultato del calcolo fatto sino a sette od otto 
cifre colle tavole dei logaritmi ordinari. 

Raggi dei circoli c ircoicriUl. Raggi dei circoli iscritti^ 


I, 4 l 42 l 36 

1,1892071 

x,i 43 o 5 oo 

i,i32oi49 

1,1292862 

1,1286063 


1,0000000 
1,0986841 
1, 1210863 
1,1266639 
1,1279257 
1,1282657. 


Adesso che la prima metà delle cifre è la stessa da 
ambe le parti , si potrà , in vece dei medi geometrici 
prendere i medi aritmetici che ne differiscono soltanto 
nelle decimali ulteriori. Di questa maniera l’operazione si 
abbrevia molto , ed i resultati sono ; 

' a 

1,1284360 i,i283So8 

1,1283934 1,1283721 

1,1283827 1,1283774 

1, ia 838 oi . ... . . 1,1283787 

1,1283704 1,1283791 

1,1283792 ..... 1,1283792. 

Dunque 1,1283792 è molto prossimamente il vero rag* 
gio del circolo eguale in superficie al quadrato il cui lato 
è 2. Da ciò è facile trovare il rapporto della circonferen- 
za al diametro $ poiché si è dimostrato che la superficie 
del circolo è eguale al quadrato del silo raggio moltipli- 
cato pel numero *'■, dunque se dividesi la superficie 4 per 
il quadrato di 1,1283792, si avrà il valore di * che si 
trova per questo calcolo essere 3,i4l3920 c ^' ** 

epa trovato con altro metodo. 
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appendice 

al libro quarto. 


• • • . > -i • il l j > 

DEFINIZIONI. ^ 

, • . i :i *!,' . • il. •* • 

I. Si chiama massimo la quantità maggiore fra tut- 
te quelle della medesima specie ; minimo la minore. 

Così il diametro di un circolo è un massimo fra tut- 
te le linee rette che conginngono due punti della circon- 
ferenza-, e la perpendicolare è un minimo fra tutte le ret- 
te condotte da un punto dato ad una linea data. 

II. Si chiamano figure isoperimetre (o) quelle che an- 
no i perimetri eguali. ■, \ 


PROPOSIZIONE PRIMA. 


teorema. 


Fra tulli i triangoli della stessa base e dello stesso perime- 
tro il triangolo massimo è quello nel quale i due lati non 
determinati som eguali- , u 

Sia AC eguale a CB (/ìg. 172), ed AM P>ù MB eguale**-?*- 
ad AC più CB ; dico che il triangolo isoscele ACB è mag- 
giore del triangolo AMB che à la medesima base e lo stesso 

perimetro. • i , . ^ 

Dal punto C come centro , e col raggio LA eguale a 
CB descrivasi una circonferenza che incontri CA prolun- 
gata in D-, tirisi DB; P angolo DBA Iscritto nel semicer- 
chio sarà un angolo retto ( Prop . 18 Corol. 2 lib. II). 
Prolungasi la perpendicolare DB verso N , facciasi MN e- 

f ale ad MB, e congiungasi AN; finalmente dai punti M, 
abbassinsi le perpendicolari MP , CC sopra DN. 

Poiché CB è eguale CD, ed MN ad MB , si à AC piu 


- ». fi A ■ '1 <' .’.J.M il* •* 11» . • 

(a) Isoperimetro da tuoi ( isos ) eguale e da 
( perimetro n ) circonferenza (Il Tràd. ). in n ■■ ' - 
Leogndmc Geom. Pian, t 'i 1 P 
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CB eguale ad AD , ed AM più MB eguale ad AM più MN. 
Ma AC più CB è eguale ad AM più MB -, dunque AD è 
eguale ad AM più MN , dunque AD è maggiore di AN. Ora 
se l’obliqua AD è maggiore dell’obliqua AN , essa dev’es- 
sere più lontana dalla perpendicolare ; dunque DB è mag- 
giore di BN; dunque BG che è metà di BD (Scolio Prop. 
1 2 Itb. 1 ) sarà maggiore di BP metà di BN. Ma i trian- 
goli ABC, ABM che anno la stessa base AB stanno fra 
loro come le altezze respettive BG , BP 5 dunque essendo 
BG maggiore di BP , il triangolo isoscele ABC è maggiore 
del non isoscele ABM della medesima base e dello stesso 
perimetro. 

Quindi fra tutti i triangoli etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE n. 

' 1 ’ TEOREMA. 

Pi lutti i poligoni isoperimetri di un medesimo numero di lati 
quello che è un massimo à i suoi lati eguali. 

Sia ABCDEF ( fig. ij 3 ) il poligono massimo ; dico che 
avrà i suoi lati eguali. ' 

Se il lato BC non è eguale a CD , facciasi sopra la 
base BD un triangolo isoscele BOD che sia isoperime- 
tro a BCD -, il triangolo BOD sarà maggiore di BCD (Prop. 

1 ), e per conseguenza il poligono ABODEF sarà mag- 
giore di ABCDEF ; dunque quest’ ultimo non sarebbe il 
massimo fra tutti qnelli che anno lo stesso perimetro, 
ed il medesimo numero di lati , ciò che è contro la 
supposiziohe. Dunque si deve avere BC eguale a DE eguale 
ad EF etc ; dunque tutti t lati di un poligono massimo sono 
eguali fra loro. C. B. D. 

PROPOSIZIONE III. 

TEOREMA. 

Di tutti t triangoli formati con due lati facendo un angolo 
a piacimento , il massimo é quello in cui i due lati dati 
formano un angolo retto. 

Siano i due triangoli BAC, BAD (fig. 174) che ànno 
il lato AB comune ed il lato AC eguale ad AD ; se l’ an- 
golo BAC è retto; dico che il triangolo BAC è maggiore 
di BAD , nel quale l’ angolo A è acuto od ottuso. 
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Infatti avendo la stessa base AB-, i due triangoli BAC, 

BAD stanno come le altezze ÀC , DE 5 ma la perpendico- 
lare DE è minore dell’ obliqua AD , 0 della sua eguale AC; 
dunque il triangolo BAC è maggiore di BAD. 

Dunque di tulli i triangoli eie. C. B. D. 

PROPOSIZIONE IV. 

TEOREMA. 

Di tutti i poligoni formati con lati dati ed un ultimo a 
piacimento , il massimo dee' esser tale che tutti t suoi an- 
goli siano iscritti in una mezza circonferenza , della quale 
il lato incognito sia U diametro. 

Sia ABCDEF (fig. tgS) H massimo dei poligoni for-* i *->J 5 - 
mati coi lati dati AB, BC, CD, DE , EF ed un ultimo AFj 
dico che gli angoli A, B, C., D , E, F sono iscritti in una 
mezza circonferenza ed H lato AF essere il diametro. 

Tirinsi le diagonali AD , DF. Se l’ angolo- ADF non 
fosse retto, si potrebbe, conservando le parti ABCD, DEF 
tali quali sono , aumentare U triangolo ADF , e per con- 
seguenza il poligono intero, rendendo l’angolo ADF retto 
conformemente alla proposizione precedente ; ma questo po- 
ligono non puole essere aumentato di più , poiché si sup- 
pone giusto- al suo massimo j dunque l’angolo ADF è già 
un angolo retto: Lo stesso è- degli angoli ABF, ACF, AEF- r 
dunque tutti gli angoli A , B , C , D , E\ F del poligono 
massimo sono iscritti in ima mezza circonferenza della quale 
il lato indeterminato AF è il diametro. C. B. D» 

Scolio. Questa proposizione dà luogo ad una questio- 
ne; cioè, se vi siano più maniere di formare un poligono 
con lati dati ed un ultimo incognito, che sarà il diametro 
della mezza circonferenza nella quale gli altri lati sono 
iscritti. Prima di decidere questa questione bisogna osser- 
vare che se una stessa corda AD (fig: 176) sottende ar- 
chi descritti con differenti raggi AC , AD , l’angolo al oen- 
tro appoggiato sopra questa corda sarà minoro nel circolo 
il cui raggio è maggiore ; così ACB è minoro di ADB. In- 
fatti l’angolo ADO è eguale ad ACD più CAD ( Prap. iq 
lib. /); dunque ACD è minore di ADO, e raddoppiando 
da una parte e dall’altra si avrà ACB minore di ADE 
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PROPOSIZIONE V. 

TEOREMI. 

Non e» è che una sola maniera di formare un poligono con 
lati dati ed un ultimo incognito che sia il diametro della 
semi-circonferenza , nella quale sono iscritti gli altri lati. 

Poiché , supponiamo che siasi trovato un cerchio, che 
soddisfaccia alla questione; se si prende un cerchio maggiore , 
Kg.17s.le corde AC, BC,CPetc. (^.175) corrisponderanno ad an- 
goli al centro minori. La somma di questi angoli al centro 
sarà dunque minore di due angoli retti ; cosi le estremità 
dei lati dati non termineranno più alle estremità di un dia- 
metro. L’inconveniente contrario avrà luogo se si prende 
un cerchio minore ; dunque il poligono di cui trattasi noa 
può essere iscritto che in un solo circolo. 

Dunque non vi è che etc. C. B. D. 

Scolio. Si può cangiare a piacimento l’ordine dei lati 
AB , BC , CD etc. ed il diametro del cerchio circoscritto 
sarà sempre lo stesso , come pure la superfìcie del poligo- 
no, perchè qualunque sia l’ ordine degli archi AB , BC , 
CD etc. basta che la somma loro faccia la semi-circonfe- 
renza , ed il poligono avrà sempre la stessa superfìcie, poi- 
ché sarà eguale al semicerchio meno i segmenti AB, BC, 
etc. la somma dei quali è sempre la stessa: 

PROPOSIZIONE VL 

' TEOREMA. 

V. 

Di tutti i poligoni formali con lati dati il massimo è quello 
che può iscriversi in un cerchio. 

■ ... il.. 4 

**»•'»• Sia ABCDEFG (fig. 177) il poligono iscritto, ed abcdefg 
il non iscrittiWle formalo con lati eguali , talmente che sia 
AB eguale ad ttb, BC eguale a bc etc.; dico che il poligono 
iscritto è maggiore dell’ altro. 

Tirisi il diametro EM ; congiuDgansi AM , MB ; sopra 
ab eguale ad AB facciasi il triangolo abm eguale ad ABM, 
e congiungasi em. 

In virtù della proposizione IV. il poligono EFGAM è 
maggiore di efgam , a meno che questo non possa essere 
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similmente iscritto in una semi-circonferenza della quale il 
lato em sarebbe il diametro -, nel quale caso 1 due poligoni 
sarebbero eguali in virtù della proposizione V. Per la stessa 
ragione il poligono EDCBM è maggiore di edeàm, salvo ht 
medesima eccezione in cui vi sarebbe eguaglianza. Dunque 
il poligono intero EFGAMBCDE è maggiore di efgambede , 
a meno che non siano interamente eguali ; ma essi non lo 
sono , poiché l’ uno è iscritto nel circolo e l’ altro è sup- 
posto non iscrittibile ; dunque il poligono iscritto è il mag- 
giore. Togliendo da ambe le parti i tr iang oli eguali ABM, 
abm ; resterà il poligono iscritto ABCDEFG maggiore del 
non iscrittibile abedefg. Quindi di tulli i poligoni etc. C. B. D. 

Scolio. Si dimostrerà come nella V. proposizione, che 
non può esservi che un sol circolo e per conseguenza che 
un sol poligono massimo che soddisfaccia aPa questione; e 
questo poligono sarebbe ancora della medesima superficie 
in qualunque modo si cangiasse l’ordine dei suoi lati. 

PROPOSIZIONE VII. 

TEOREMA. 

Jl poligono regolare è un massimo fra tulli i poligoni isoperimetri 
e di un medesimo numero di lati. 

. 

Infatti , secondo il teorema II. , il poligono massimo à 
tutti i suoi lati eguali ; e , secondo il teorema precedente, 
è iscrittibile nel circolo ; dunque questo poligono è rego- 
lare. Quindi il poligono regolare etc. C. B. D. 

PROPOSIZIONE Vili. 

LEMMA. 

. i '! ' > 

Due angoli al centro , misurati in due circoli differenti , 
stanno fra loro come gli archi compresi divisi per i loro raggi. 

Siano gli angoli C ed 0 ( fig- 178 ) misurati in due Fi s-^ 8 ’ 
circoli differenti ; dico che sta l’ angolo C all’angolo 0 co- 
me il rapporto AB diviso per AG sta al rapporto DE di- 
viso per DO. 

Con un raggio OF eguale ad AC descrivasi l’arco FG 
compreso fra i lati OD , OE, prolungati , per i raggi e- 
guali AC, OF, si avrà ( Drop. 17. lib. Il) 
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e : o :: ab : fg 


ovvero C : 0 


AB 
** AG 


FG 

ÓF' 


Ma ( Prop. il ) per gli archi simili FG , DE si à 

fg : de :: fo : do; 

dunque il rapporto FG diviso OF è eguale al rapporto dì 
DE diviso per DO t e si à per conseguenza 


c : o ^ 


AB 

AG 


Quindi due angoli etc. C. B. D. 


DE 

DO 


PROPOSIZIONE IX. 


teorema. 


Pi due poligoni regolari isoperimetri , quello che à 
un maggior numero di lati è U maggiore. 


Sia DE ( fig. 179) il mezzo-lato di uno dei poligoni, 
O il suo centro, OE l’apotema. Sia AB il mezzo-lato del- 
l’altro poligono, C il suo centro, GB l’apotema. Suppon- 
gaci i centri G ed O situati ad una distanza qualun- 
que OC, e l’apotcme OE, CB nella direzione OC; così 
DOE ed ACB saranno le mela degli angoli al centro del 
poligoni ; e come questi angoli non sono eguali , le li- 
nee CA , OD prolungate s’ incontreranno in un punto 
F; da questo punto abbassisi sopra OC la perpendicolare 
FG ; dai punti 0 , C , come centri , descrivaci gli archi 
Gl, GH, terminati ai lati OF, GF. 

Posto ciò , si avrà pei lemma precedente 


0 : g 


Gl 
" ÒG 


GII 

CG’ 


ma DE sta al perimetro del primo poligono come l’angolo 
0 sta a quattro angoli retti , ed AB sta al perimetro dei 
secondo come l’ angolo G sta a quattro angoli retti ; dun- 
que, poiché i perimetri dei poligoni sono eguali, 

de : ab 0 : c, 
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__ 4¥1 Gl GII 

ovvero DE : AB :: — : 


Moltiplicando gli antecedenti per OG ed i conseguenti 
per CG } si avrà 

DE X OG : AB X. CG ” Gl : GII 
Ma i triangoli simili ODE , OFG , danno ' 

oe : og :: de : fg-, 

donde resulta 

DE X OG = OE X FG 5 
si avrà similmente 

AB X CG = CB X FG ; 

dunque 

oe x fg : cb x fg :: gì : gh, > : 

ovvero 

oe : cb :: gì : gh. 

Se dunque dimostrasi che P arco Gl è maggiore del- 
1 * arco GH , ne seguirà che F apotema OE è maggiore di GB. 

Dall’ altra parte di CF facciasi la figura CKx intera- 
mente eguale alla figura CGa;*, di maniera che sia CK e- 
guale a CG, l’angolo HCK eguale ad HCG e l’arco Kx e- 
guale a Ga: ; la curva KarG invilupperà KHG e sarà mag- 
giore di quest’ arco ( Prop. 9 ) , dunque. Ga\, metà della 
curva, è maggiore di GH metà dell’arco*, dunque con 
maggior ragione , Gl è maggiore di GH. 

Gesuita da dò che P apotema OE è maggiore di CB; 
ma i due poligoni avendo lo stesso perimetro sono fra loro 
come le apoteme ( Prop . 8 ) -, dunque il poligono cheà per 
mezzo-lato DE è maggiore di quello che à per mezzo-lato 
AB ; il primo à più lati , poiché il suo angolo al centro 
è minore ; dunque di due poligoni regoiari isoperimelri , 
quello che à piti lati è maggiore. C. B. D. 


PROPOSIZIONE X. 


1S1 


TEOREMA. 

(.•' - J • . ! : . 

Il circolo è maggiore di ogni poligono isoperimelro. 

' i ) * * 1 

Si è già dimostrato che di tutti i poligoni isoperime- 
tri e d’ un medesimo numero di lati , il poUgoto regolare 
è il maggiore •, laonde non si tratta adesso che di para- 
gonare il circolo ad un poligono regolare qualunque isope- 
rimetro. 

Fi*..8o. gj a \\ ( fig, jga) il mezzo-lato di questo poligono C 
il suo centro. Sia nel circolo isoperimetro l’ angolo DOE 
eguale ad ACI , e perciò l’ arco DE eguale al mezzo-lato 
AI. Il poligono P sta al cerchio C come il triangolo ACI 
sta al settore ODE; così avremo 


p : c ;r ì ai x ci ; - de x oe :: a : oe. 
2 * 2 


Tirisi al punto E la tangente EG che incontra OD 
prolungato in G ; i triangoli simili AGI , GOE daranno la 
proporzione „ 


• a : oe :: ai o de ; ge; 

j ■ 1 

dunque 

-* • ò ; p ; c :: de : gè : i . •' : 

ovvero P : :<?; ;; de x ~ oe : gè x 4 0E » 

.n . i, , 

imo misura dèt settore DOE , l’altro misura del triangolo 
4SOEÌ.7 i oea il settore è minore del triangolo ; dunque P è 
minore .di C ; quindi il cerchio è maggiore di ogni poliga- 
mo itopenmotrp. C. li. D. 

e 1.: oh . 


t { .1 


DELLA GEOMETRIA PIANA. 
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